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Prefacio

La concentracién de medida se refiere al hecho de que una funcién de un niimero grande de
variables aleatorias tienda a concentrar su valor en un rango relativamente pequeno alrededor
de cierto nimero, esto bajo ciertas condiciones de suavidad de dicha funcién. En esta tesis
las condiciones de suavidad que se les pide a las funciones serdn los supuestos de converidad

y 1-Lipschitz.

El primero y mds comin de los resultados de concentracién es para promedios. Este
establece que “El promedio de variables aleatorias independientes acotadas estd concen-
trado alrededor de su esperanza”. Escrito de otra forma: “Dada una coleccién de variables
aleatorias independientes y acotadas X, Xo, ..., X,,si X =1 Z X, es una nueva variable
aleatoria con valor esperado E[X], ;Cudl es la probabilidad de que X se desvie considerable-

mente de su valor esperado?”.

El fenémeno de la concentracién de medida fue presentado en los afios setenta por V.
Milman [8]. Es de un gran interés en aplicaciones, en diversas dreas, como la geometria,
andlisis funcional e integracién en dimensiones infinitas, matemdticas discretas y especial-
mente en teoria de probabilidad. El fenémeno de la concentracién de la medida se desarroll6
gracias a los trabajos de Milman y Gromov [5], Maurey [7], Pisier [9], Talagrand [11], [12],
Ledoux [6], y otros.

En forma mé&s compleja, el fenémeno de la concentracién de la medida subyace am-
pliamente nuestro mundo fisico. Como sabemos, el mundo estd hecho de particulas mi-

croscopicas que son gobernadas por las leyes de la probabilidad. La razén por la cual las
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propiedades macroscopicas de las grandes uniones de estas particulas parecieran ser deter-
ministicas cuando son observadas a nuestras escalas, es precisamente la concentracién de la
medida: pues aunque las propiedades de estas particulas microscépicas son modeladas con
distintas probabilidades, al unir un nimero considerable particulas (al grado de ser visibles)

las probabilidades de estas propiedades tienden a concentrarse.

El principal objetivo de esta tesis es ilustrar el uso de la concentracién de medidas de
probabilidad en la teorfa de las matrices aleatorias. Las matrices aleatorias son un campo de
estudio de las matemadticas, que actualmente esta siendo ampliamente investigado, debido a

sus aplicaciones tanto tedricas como préacticas.

Nuestro segundo objetivo es exponer algunos resultados de concentraciéon de medidas de

probabilidad en ciertos espacios de probabilidad.

La organizacién de esta tesis es la siguiente: en el Capitulo 1 se exponen algunos re-
sultados bésicos en probabilidad, asi como algunas desigualdades que seran 1itiles para el
desarrollo del mismo, tales como la desigualdad de Markov y la desigualdad de Jensen. En
el Capitulo 2 se presentan resultados de concentracién de medida de probabilidad: primero
mostrando la concentracién de medida en el espacio de probabilidad conocido como el cubo
booleano. En este capitulo también se expone un resultado de concentraciéon para funciones
1-Lipschitz evaluadas en variables aleatorias independientes, las cuales poseen una distribu-
cién normal estdndar. Y para cerrar el Capitulo 2 se presenta el teorema nombrado como
desigualdad de concentracion de Talagrand, el cual es uno de los resultados méas importantes
del fenémeno de concentraciéon de medida. El Capitulo 3 contiene aplicaciones de la desigual-
dad de concentracién de Talagrand en teoria de matrices aleatorias, dentro de las cuales se
encuentra una demostracién de la parte de convergencia casi segura en el Teorema de Wigner.
En el Apéndice A aparecen algunos resultados importantes de calculo, que son utilizados en
algunas de las demostraciones de esta tesis. Por tltimo en el Apéndice B se encuentran
las demostraciones de los lemas, teoremas, corolarios y proposiciones que se enuncian en el

desarrollo de este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Motivacion

En probabilidad, la idea béasica de concentracién de medida se puede observar en el ex-
perimento aleatorio més simple: el lanzamiento de una moneda. Si lanzamos una moneda
(legal) no podemos asegurar qué resultado obtendremos: “dguila” o “sol”. Sin embargo,
supongamos que lanzamos la misma moneda “muchas” veces, digamos mil veces. Ahora en
el experimento se torna fuertemente predecible que el nimero de dguilas que obtendremos
estard concentrado alrededor de los 500. Veamos esto de manera formal:

Sean X7, ..., X,, € {0,1} donde X;, 1 < i < n representa el i-ésimo resultado de lanzar
una moneda (0 si obtenemos sol y 1 si obtenemos dguila) y supongamos que P (X; = 0) =
P (X; =1) = 1/2. Entonces el nimero de dguilas que obtendremos, al lanzar n veces una

moneda, estard representado por S, = X; + --- + X,,, entonces tenemos lo siguiente:
P (|S, —n/2| >¢) < 2e %/, (1.1)

véase Teorema 21.
Tomemos ¢ = 0.1n, de acuerdo con la desigualdad (1.1) se tienen los siguientes tres casos

particulares

P (|S100 — 50| > 10) < 2(0.98)" = 0.270,



P (|S500 — 250| > 50) < 2(0.98)° = 0.0001,
P (|S1000 — 500] > 100) < 2(0.98)"" = 4.122 x 107°.

La siguiente figura muestra la gréfica de la funcién p (n) = 2e~(0-D*n

Observemos que conforme crece el nimero de lanzamientos de la moneda, la probabi-
lidad de que el nimero de aguilas se desvie un 10% del valor esperado va disminuyendo

considerablemente.

Con el fin de generalizar (1.1) en el tema de concentracién de medida, se requiere un
cambio de perspectiva: simplemente considerar la variable aleatoria S, = ., X; como
una funcion de las variables aleatorias individuales X, i.e. S, = F' (X}, ..., X;;) y buscar qué

condiciones pedirle a F' para que se cumplan desigualdades del tipo (1.1).

1.2 Conceptos y resultados basicos de probabilidad

En esta seccién se presentan conceptos y resultados basicos de probabilidad que son nece-
sarios para la lectura de este trabajo. El lector interesado en ahondar en estos temas puede

consultar [2].

Recordemos que un espacio de probabilidad es una terna (2, 7, P) , donde a € le llamamos
el espacio muestral, F es una o-dlgebra de subconjuntos de €2 y P es una medida sobre F,
tal que, P (Q2) = 1. A P se le llama medida de probabilidad. Como ejemplo de espacio de
probabilidad podemos dar el espacio que corresponde al experimento de sacar una bola al
azar de una caja que contiene n bolas. Empecemos por tomar a {2 como un conjunto finito
de n puntos, es decir n representa el nimero de bolas que se encuentran dentro de la caja,
F sera la coleccién de todos los subconjuntos de €2 y P es la medida de probabilidad que

asigna a A € F la probabilidad P(A) = k/n, si A tiene exactamente k elementos.



Definicién 1 A la o-dlgebra mds pequena de subconjuntos de R que contiene a todos los
conjuntos abiertos de R, le llamamos la o-dlgebra de Borel y la denotamos por B(R). A los

elementos de B(R) le llamamos los borelianos.

Definicién 2 Una variable aleatoria X en (Q, F,P) es una funcion
X: 0 —R,

medible relativa a las o-dlgebras F y B(R), es decir, X' (A) € F, para todo A € B (R) .

Si tenemos X una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (2, F,P)y A € F
entonces definimos

Py (A):=P (X (4)) =P (X € A).

Definicién 3 Sean X1,..., X, variables aleatorias en (2, F,P) . Entonces diremos que X1,

..., X, son independientes si y solo si para todo conjunto By, ..., B, € B(R), tenemos que

P(Xi€By,....X,,€B,)=P(X;€By)---P(X,€B,).

Definicién 4 Si X es variable aleatoria en (2, F,P), la esperanza de X se define como

E(X) = QdeX (x),

siempre que la integral exista.

El siguiente resultado nos serd de gran ayuda en las pruebas de los teoremas importantes

de este trabajo.



Proposicién 5 Sea X una variable aleatoria no negativa en (Q,F,P), entonces
E(X):/ P (X > \)d\
0

Definicién 6 Sea X una variable aleatoria en (Q,F,P). Si k > 0 y si B|X|* < oo,
entonces a el nimero E(X*) se le llama el k-ésimo momento de X; a E|X|* se le llama el

k-ésimo momento absoluto de X.

Definicién 7 Si X es una variable aleatoria en (Q, F,P), a E(X — E(X))" se le llama el
k-ésimo momento central de X; a E|X — E(X)|k se le llama el k-ésimo momento central

absoluto de X.

Definicién 8 Al primer momento (k= 1) E(X) se le llama media de X. El segundo mo-
mento central 0> = E [(X — E(X))Q] se le llama varianza de X y se denota Var(X), y a su

raiz cuadrada positiva se le llama desviacion estdndar.

Definicién 9 Sea X una variable aleatoria en (2, F,P), la mediana M(X) es un nimero
tal que,

PX<M(X))>1/2 y P(X>M(X))>1/2.
La mediana siempre existe.

Una propiedad de la mediana estd dada por el siguiente resultado.

Lema 10 Sea X una variable aleatoria en (2, F,P) tal que P (X <M (X)) = P(X >
M (X)) = 3. Entonces la mediana M (X)) minimiza E|X — C| como funcion de C.

Proposicién 11 Sea X wuna variable aleatoria en (2, F,P) con segundo momento y tal que

P(X <M(X))=P(X >M(X)) =1 Entonces

IM (X) — E(X)| < /Var (X).



Teorema 12 Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes en (Q, F,P). Si X; es no
negativa o B(X;) existe para toda i = 1,2,...,n, entonces E(X;---X,,) existe y es igual a

E(X)) - E(X,).

Lema 13 Sean Xi, ..., X, variables aleatorias independientes en (2, F,P) con X; ~ N(u;,
0?), i.e. X; tiene distribucion normal con media p; y varianza 02,1 <i < n yseanci,...,c,

constantes reales. Entonces

Cle + -+ Can 2 N (Z Cilbs, 26220-7,2) .
i=1 =1

1.3 Desigualdades

1.3.1 Desigualdades basicas en probabilidad

Teorema 14 (Desigualdad de Markov). Sea X wvariable aleatoria no negativa en (§2, F,

P). Entonces
P(x > < 00

para todo \ > 0.

Teorema 15 (Desigualdad de Chebyshev). Si X es una variable aleatoria en (2, F,P)
con media ji y varianza o?. Entonces, para todo nimero real A > 0

2
P (X —p >N <5

3

>~

1.3.2 Desigualdad de Jensen

Definicién 16 Una funcion F : R™ — R es conveza si para todo x,y € R" y t € [0,1], se
tiene que

F((1—t)x+ty) < (1—t) F (x) +tF (y).



Teorema 17 (Desigualdad de Jensen). Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, sea

F una funcion real integrable con wvalores en un intervalo I C R y sea ¢ : I — R una

@(/FdP) g/gooFdP.
Q Q

Corolario 18 Sean a,b nimeros reales con a < b, I = [a,b], F : I — I una funcion

funcion convexa. Entonces

integrable, y sea ¢ : I — R una funcidn convexa, entonces

’ (/:F(x)bd—xa) = bia /:SO(F(I))dx.

Corolario 19 Sea I C R un intervalo, ¢ : I — R wuna funcion convera y sea X una

variable aleatoria acotada. Entonces

p(BE(X)) < E(p(X)).

1.3.3 Desigualdad de Hoeffding

La desigualdad de Hoeffding proporciona una cota superior a la probabilidad de que la suma

de variables aleatorias se desvie una cierta cantidad de su valor esperado.

Lema 20 Sea X una variable aleatoria en ([a,b] ,B ([a,b]),P). Si X tiene media 0, entonces

EetX < et?(b—a)?/8.

Teorema 21 (Desigualdad de Hoeffding). Sean X1, ..., X, variables aleatorias inde-
pendientes y acotadas con a; < X; < b;. Sea S, = Xy + --- + X,,. Entonces para todo
e>0

P(S,—ES,>¢e)<e>/P 4y P(S,—ES, <—¢)<e /P,

donde D = 3" (b — a;)?
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Capitulo 2

Concentracion de medidas de

probabilidad

El objetivo de este capitulo es mostrar algunos resultados de la concentracién de medidas
de probabilidad. En la primer seccién se describe al cubo booleano como espacio de proba-
bilidad, ademads se prueban dos teoremas que hablan de cémo estan concentrados los puntos
y las funciones 1-Lipschitz en el cubo booleano. En la segunda seccién se presenta la de-
sigualdad de concentracién gaussiana, la cual establece que una funcién I-Lipschitz cuyas
entradas sean variables aleatorias independientes con distribucién normal estdndar se con-
centra alrededor de su valor esperado. Y por ultimo en la tercera seccién de este capitulo se
muestra la desigualdad de concentracién de Talagrand, el cual es uno de los resultados mas
importantes del fenémeno de concentraciéon de medida. A diferencia de la desigualdad de
concentracion gaussiana, la desigualdad de concentracién de Talagrand no condiciona a que
las variables aleatorias tengan distribucién normal esténdar, en lugar de dicha condicién se
pide que las variables aleatorias sean acotadas, ademads de pedir que la funcién 1-Lipschitz

Sea convexa.
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2.1 Concentracion en el cubo booleano

El objetivo de esta seccién es mostrar como se presenta el fenémeno de la concentracion de
medida en un espacio de probabilidad en especifico. El cubo booleano, I, = {0,1}", n > 1,
es el conjunto de las 2" sucesiones de longitud n cuyas entradas son 0’s y 1’s.

Parax, y € I, donde x = (21, =2, ..., T,) Yy = (y1, Y2, ..., Yn), se define la distan-

cia de Hamming de x a y como

dy (x,y)=W{i:x; # vy, 1=1,...n},

donde, para un conjunto finito A, |A| denota la cardinalidad de A (i.e el nimero de elementos
que tiene A).

En la Proposicién 42 se demuestra que d es métrica.

Observemos que (I,,, P(I,), P,,) es un espacio de probabilidad, donde P(1,,) es el conjunto
potencia de I,,, P, ({x}) =27", Vo € I,. Nétese que si A C I,, entonces P,(A) = |A]27",
ademds P, (1) = |1,]27" = 2"27" = 1. En virtud de que I,, es finito, todas las funciones
F : I, — R son variables aleatorias ya que todas son medibles, y todas las integrales son

sumas, i.€.

/ FdP, = 2% Y F(x)

[n XEIn
2.1.1 Concentraciéon puntual

Ya que tenemos una métrica definida en el espacio de probabilidad del cubo booleano,
podemos entonces describir cémo es que se concentran los puntos de este conforme la dimen-

sién del espacio va creciendo. Los siguientes resultados nos aclaran este hecho.

Definicién 22 La distancia de un punto x € R" a un conjunto A C R™ se define como
d(x, A) = inf {d(x,y) : y € A},
yeEA

donde d (-,-) es una distancia en R™.
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Teorema 23 Sea A un subconjunto no vacio de I, y sea F : I, — R, F(z) = dy(x, A).

Entonces, para todo t > 0, se tiene que

1 1 et+et\"
tF
AP, < - . 2.1
/Ine —Pn(A>(2+ 1 ) 22)
Demostracion. Sea
1 et4et
t) = — .
c(t) 5t~

Para hacer la demostracién usaremos induccién sobre la dimensién n del cubo. En primer
lugar, si n = 1, tenemos que A puede consistir de uno o dos puntos. Si A tiene 1 punto,
entonces P;(A) =1/2y

/ fdPy = 1(€tF(O) + eFW)y = ! + 1et < 2¢(t),

n 2 2 2
con lo que (2.1) se cumple, ahora si A tiene 2 puntos, entonces P1(A) =1y

/ P dP, = %(etF(O) FetF) = %(et(o) Fet®) =1 < ()
I
y se cumple (2.1).
Ahora supongamos que n > 1. Podemos separar el cubo I, de la siguiente manera [,, =

I} U I? donde

I' ={xel,:z,=1}eI’={x€l,:z, =0}

Notemos que I} e I? se pueden identificar con el cubo I, ;. Definamos los subconjuntos

Ay, Ag C I,,_1 con

AO = {X GIn_l . (X, O) c A} y Al = {X c In—l . (X, ].) c A}

Tenemos que |A| = |Ag| + |A1], 0 en términos de medida
P, (4) = Lrtto) ; Prar(d)

Para un punto x € [,,, sea X € [,,_; el punto x pero omitiendo su tltima coordenada. Con

lo anterior se tiene que
dH<X,A) = min{dH(i, Al), dH()_C, Ag) + 1}
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para todox € I y
dH(X, A) = min{dH()_c,AO), dH()_(,Al) + 1}

para todo x € I}
Definamos Fy y Fy por Fy(x) = dp(x,40) v Fi(x) = dg(x,4;) para x € I,,_;. Entonces

1 1
tF _ tF tF _
/In et dP,, = /I}L e dP, + /12 e dP,, = o E exp{tduy(x,A)} + on E exp{tduy(x,A)}

x€I} x€I9

_ zin S~ exp{min{tdy(R. A1), + tdp (%, Ag)}}

xEI}l

1
+o > exp{min{tdy (X, Ao), t + tdu(X, A1)}}

xEIQL

_ 2i S min{exp{tdn(X, A1), ' exp{tdu (X, Ao)}}

xel}

o 3 minfesp{id (%, o)} exptd(x, A1)

xEI0

1

— 2n - Z min{exp{tdy (X, A;), e" exp{tdy (X, Ao)}})
1

—|—2 =) Z min{exp{tdy (X, Ao)}, ' exp{tdy (X, A1)}})

xeI?

1 1

= = / min{e'*, ' YdP,, | + = / min{e'® el }dP,, ;.

2 In—l 2 [n—l

La integral del minimo es siempre menor que el minimo de las integrales. Adema&s usando la

hipétesis de induccién tenemos que

1
/ fdp, < —min{/ etFldPn_l,et/ etFOdPn_l}
In 2 ]nfl I’nfl
1
+- min{/ etFOdPn_l,et/ etFldPn_l}
2 In71 Infl

5 { .- 11&)1) ’et in_ll(i)o> } oy { PC&)o) - Pin—_;((jl)l) }

_ (1 min {Pfffﬁl) € Pl::(él)o) }

+L i {Pljnf(AA)O) € Plznl((AA)l) }> '

IN
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Escribamos
o Pn—l(AO) - Pn—l(Al)
=57 Y= Q5
P,(A) P, (A)
con lo que ag,a; > 0y ag + a; = 2. Entonces todo se reduce a hacernos la pregunta de cudl
es el maximo valor posible de

1 1
5 min {a; ", e'ag"} + B min{ay ', e'a; '} (2.2)

Siag =0y a; =2 el valor de (2.2) es  + 67: < ¢(t) st ap = 2 y a1 = 0 se obtiene el

mismo valor. Ahora supongamos que ag,a; > 0. Si tuviéramos que ag = a; = 1 el valor de
(2.2) serfa % + % < ¢(t), entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos que ag =1+0by
a; = 1 — b para algun 0 < b < 1. Entonces ay ' < elaj’, si a;' < elay’ el valor de (2.2) serfa

%(1 —b) %(1 +b)

a1
1—0?

si incrementamos el valor de b, estarfamos incrementando el valor de (2.2), lo cual es una
contradiccién. Si a;' > eay!, entonces el valor de (2.2) serfa

1, -1

1etaa1 + -0y = <
2 2 2(1+0)

si disminuimos b, el valor de (2.2) aumentaria, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto en
el punto maximo tenemos que

. L 2¢et 2
a = e q, z.e.aoz—ya1:
! 0 1+ et 1+et

con lo que el valor de (2.2) seria

1 _1+1 o, 1 /1+¢€ +1 1+¢f 1+et+e_t )
—Q —a = — — = — = C
27t 970 2 2 2 4

con lo que tenemos que

Los siguientes dos corolarios son resultados de suma importancia, pues ilustran de una
manera formal el fenémeno de concentracion de medida en el espacio de probabilidad del

cubo booleano.
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Corolario 24 Sea A C I, un conjunto no vacio y sea F : I,, — R, F(x) = du(x,A).

Entonces para todo t > 0, se tiene que

1 2
GthPn < et n/4'
/In P.(A)

Corolario 25 Sea A C I, un conjunto no vacio. Entonces para cualquier ¢ > 0, tenemos

que P, ({x € I, : du(x, A) > ey/n}) < %(i)'

Una ilustracion de lo que dice el corolario anterior es la siguiente: si P, (A) = 0.01, i.e. A
contiene el 1% de los puntos del cubo I,,, y escogemos € = 2v/In 10 ~ 3.035, segtin el corolario

—4In10

P, ({x €I, :dg(x,A) > 3.035y/n}) < S5~ = 0.01, con lo que concluimos que el 99% de

los puntos del cubo I, estdn a una distancia menor que 3.035y/n de A. Tomando en cuenta
que max {dy(x,y)| x,y € I,} = n, resulta sorprendente entonces cémo los resultados arriba
mostrados nos dicen que conforme crece la dimensién del cubo booleano, todos los puntos

de éste estdn muy cerca los unos de los otros.

2.1.2 Concentracion de funciones

En nuestro siguiente resultado mostraremos cémo es que al crecer la dimensién del espacio

(en este caso del cubo booleano) ciertas funciones se “concentran” alrededor de su mediana.

Definicién 26 Una funcion F' : R® — R es 1-Lipschitz si
|F(x)-F(y)l<x-y|, ¥xyeR"

donde usamos la métrica euclideana sobre R™.
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Teorema 27 Sea F : I, — R, una funcion 1-Lipschitz. Sea M (F) la mediana de F.

Entonces para todo € > 0,
P,({x€l,:|F(x)—M(F)| >eyn}) <de™=.
Demostracién. Consideremos los siguientes dos conjuntos:
Ay ={xel,: Fx)>M(F)}yA_={x€l,: F(x) <M(F)},

entonces P, (A}), P,(A_) > 1/2. Sea A,(¢) la ey/n-vecindad de A, y A_(e) la ey/n-

vecindad de A_, i.e.
Af(e)={xel,:du(x,A) <evn}y A () ={xe€l,:dg(x,A ) <ey/n}.
Por el Corolario 25
Po(A,(c) >1 -2 y P (A_(¢)) > 1—2e,
por lo tanto, para A(e) = A, (¢) N A_(g) tenemos que

P,(A(e)) >1—4¢ =, (2.3)

Ahora si x € A(g), entonces x € A, (¢) N A_(¢), entonces como x € A, (), entonces existe

y1 € Ay tal que F (y;) > M (F) y ademés

M(F) = F(x) < F(y1) = F (x) < dp (x,y,) <ev/n, (2.4)
y como x € A_(e) entonces existe y2 € A_ tal que F'(y2) < M (F) y

F(x) = M(F) < F (x) = F (y2) < dy (%, y2) < v/, (25)

por lo que por (2.4) y (2.5) concluimos que si x € A (g) entonces |F(x) — M (F)| <ey/n,

de donde obtenemos que
A(e) C{x€l,: |F(x) —M(F)| <eyn},
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de donde por (2.3) y esta tltima contencién se sigue que
P,({x€l,:|F(x)-M(F)| <eyn})>1—4e
con lo que se concluye que

P,({xecl,:|F(x) - M(F)| >ey/n}) <4e.

Para ejemplificar el resultado anterior, sea ¢ = v/In400 ~ 2.45, entonces
P, ({x€1I,:|F(x)—M(F)| >245\/n}) <4e ™ =0.01,

con lo que concluimos que para el 99% de los puntos de I,,, la funcién F' no se desvia de su

mediana por mds de 2.45/n.

2.2 Desigualdad de concentracién gaussiana

En esta seccién se presenta un resultado de concentracién de medida de probabilidad, nom-
brado como desigualdad de concentracion gaussiana. Este resultado establece que si tenemos
una funcién I1-Lipschitz cuyas entradas sean variables aleatorias independientes con distribu-

cién normal estdndar, entonces ésta se concentrard alrededor de su esperanza.

Teorema 28 (Desigualdad de concentracion gaussiana). Sea Xy, ..., X, variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, X; ~ N (0,1), sea X = (X, Xo,
.., X,) un vector aleatorio y sea F : R" — R wuna funcion 1-Lipschitz diferenciable.

Entonces existe una constante positiva c tal que para todo A > 0 tenemos que

P (|F(X)—EF (X)| > \) < 2exp (—c)?).

18



Demostracién. Supongamos que EF' (X) = 0, entonces es suficiente probar que
P (F(X) > \) <exp (—cA?),
ya que al ser —F' 1-Lipschitz, por (2.6) se tendria que
P(F(X)<-A\) =P (—F(X) > \) <exp(—c\?),
en consecuencia se sigue que
P(|F(X)| > )) =P (F(X) > )) + P (F(X) < -)) <2exp (—cA?).
La diferenciabilidad de F' y la cota de Lipschitz sobre F' implica que
V()| <1,

para todo x € R™.
Tenemos que, para todo ¢t > 0,

EetF(X)

PN

P(F(X)>\) =P (e"®) > ) <

por la desigualdad de Markov, por lo que es suficiente probar que
EetFX) < ecot27
para alguna constante ¢y > 0 y para todo ¢ > 0. Ya que se tendria que
P (F(X) > \) < e~
cuyo valor minimo se obtiene en ¢ = ﬁ lo que da que

P(F(X)>A) < exp (C)\—Q A—2>

- 0403 26
)\2
(2

= exp (—c)\2) )

19
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Sea Y una copia independiente de X, como EF(Y) = 0, tenemos que por la desigualdad de

Jensen (Corolario 19)
Eexp (—tF(Y)) > exp (—tEF(Y)) = 1,

por lo que

Eexp (H1(X)) < Bexp (t (F(X) = F(Y))).

Luego, gracias al Teorema fundamental del cdlculo, tenemos que

w/2
F(X)—F(Y):/O C%F(YCOSQ—|—Xsiné’)d«9.

Sea Xy =Y cosf + Xsin 6, observemos que X, es un vector aleatorio gaussiano (Lema 13),
lo mismo que su derivada Xj = —Y sin 6+X cos 6.

Usando el Corolario 18 de la Desigualdad de Jensen, se sigue que

w/2 T
exp (t [F(X) — F(Y)]) = eXP([ /0 (?td%F(X")) %D

2 [7/2 mt d
< 2 ™2 rx,) ) do
= w/o eXp(zde ( ")) ’

aplicando la regla de la cadena y tomando las esperanzas a ambos lados de la desigualdad:

/2 .
Bexp (t (F(X) — F(Y))) < %E /O exp (EtVF(X@) - Xg) o,

de donde, aplicando el Teorema Fubini-Tonnelli se tiene que
71'/2 7Tt 7'1'/2 7Tt
E/o exp (?VF(XQ) : Xg) df = /0 E exp (?VF(XQ) : Xlg) db,
de donde obtenemos que

™

w/2 T
Eexp (¢ (F(X) = F(Y))) < 3/0 Eexp <§vp(xg) - X’9> o,

Como ya se habfa dicho anteriormente, X}, es un vector aleatorio gaussiano, por lo que,

segiin el Lema 13 TV F(Xy) - Xj; también es normal con desviacién estdndar o menor o igual
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a 5 |VF(Xy)|, y por (2.7), tenemos que o < 7, por lo que

/2 .
Eexp (t(F(X) — F(Y))) < %A Bexp (12VF(X,) - X, ) df

/0

w/2
_ 2 / 27" g
T Jo

12,2 ™ 2
= 27" <exp (§t2) = exp (cot2) ,
donde ¢y = 7%/8 de donde obtenemos (2.8).
Por dltimo, si EF (X) # 0 definamos la variable aleatoria G (X) = F(X) — EF (X).
Observemos que G es una funcién 1-Lipschitz diferenciable con EG (X) = 0, de donde

obtenemos el resultado deseado. ]

2.3 Desigualdad de concentracion de Talagrand

El resultado de concentracién de medida que presentamos en esta seccién es uno de los
resultados mds importantes del fenémeno de la concentracién de medida. A diferencia de
la desigualdad de concentracién gaussiana, en la desigualdad de concentraciéon de Talagrand
no se pide que las variables aleatorias tengan alguna distribucién en especial, se pide la
condicién adicional de que la funcién 1-Lipschitz sea convexa ademéds de que las variables
aleatorias sean acotadas. Este resultado fue probado por primera vez por Talagrand [12], y
aqui lo probaremos usando la misma idea de la prueba hecha por él. El resultado se basa en
la hipdtesis de que las funciones son convexas, por lo que usaremos varios resultados sobre

envolventes convexas para probar nuestro teorema principal.

2.3.1 Envolventes convexas

En la demostraciéon de la Desigualdad de concentraciéon de Talagrand utilizaremos un lema
muy importante: el Lema 37. El cual se demuestra en esta subseccién. Para la demostracién
de este lema utilizaremos algunos resultados previos acerca de envolventes convexas. Por lo

que se presentan primero algunas definiciones referentes a convexidad, como lo es la distancia
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combinatoria, ademds de presentar un resultado que nos dice que el doble de la distancia
combinatoria de un punto a un conjunto convexo es mayor que la distancia euclideana de

ese punto a dicho conjunto, hecho que servird para simplificar la demostracién del Lema 37.

Definicién 29 Un conjunto A C R" es convexo si y solo si, para todo x, y € A se cumple
que

tx+ (1 —t)y € A,

para todo t € [0,1].

Definicién 30 La envolvente convexa W(A) de un conjunto A C R", es el conjunto

convero mds pequeno que contiene a A (i.e. si Wi es un conjunto convezo tal que A C Wi,

entonces W(A) C Wy).

Si A C R"™ es un conjunto finito, y A = {a;, as, ...,a;} entonces su envolvente convexa

se puede escribir como

k k
W(A):{Zozlwzw,EAy Zai:l}’
i=1 =1

para ver la demostracion de este hecho, el lector interesado puede consultar el Corolario 2.3.1

de [10].

Definicién 31 Seax € R" conx =(x1, x3, ..., x,), definimos el soporte combinatorio

de un conjunto A C R"™ relativo a x como
Ua(x) ={w e {0,1}" | Fz € A tal que z; = x; siw; =0, 1 <i<n},

donde z = (z1, 22, ...,2n) Yy W =(wy, we, ...,wy,). Diremos que w soporta a z si z; = x;

cuando w; = 0, para toda i, 1 < i < n.

Definicién 32 Sea A CR" y sea x € R"™ entonces se define la envolvente combinatoria

Va(x) de A relativa a x a la envolvente convexa de Uy (x).
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Proposicién 33 Sea Us(x) como en la Definicion 31, entonces 0 € Ua(x) si y solo si

x € A.

Definicién 34 Definimos la distancia combinatoria d.(x, A) como la distancia entre

Va(x) y el origen, es decir,

de(x,A) =d(0,Va(x)) = inf |y|.

yEVa(x)

Lema 35 Sea I = [—1,1] C R y A un subconjunto convexo de I" C R", y sea x € I",

entonces

d(x, A) <2d.(x,A).

Lema 36 Seax = (X,1,) €I" conx € I""' y, ,, € 1. Sea A C I", definamos los siguientes
subconjuntos de I"™', A, :={zel"':(z,x,) € A}, B:={z € I""' : (z,t) € A para

algiun t € I}. Entonces tenemos que para cualquier 0 < X\ < 1, se cumple que
d?(x,A) < (1 =N+ ANd2(%, A,,) + (1 = N dA(%, B). (2.9)

Lema 37 Sea X = (X3, Xo, ..., X,) un vector aleatorio en (I",8 (I"),P,,) y sea A un

subconjunto convero de I". Entonces existe ¢ > 0 tal que

1
E (X, A) < ———. 2.1
Demostracién. Para probar (2.10) es suficiente probar, por el Lema 35, que
Eexp(ad (X, A)) < ——— (2.11)
ev ~P,(Xe A

haciendo ¢ = 4c.
Verifiquemos primero el caso de dimensién 1. En este caso, d.(X, A) es igual a 1 cuando

X ¢ Ay 0si X € A, por lo que d.(X,A) < 1 por lo que (2.11) se sigue de tomar ¢ =
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In <m> . Ahora supongamos que n > 1 y que el resultado funciona para n — 1. Fijemos

X, y tomemos la esperanza condicional
E (exp (ed? (X, A)) | Xa),
usando el Lema 36 (para algin A € (0, 1) dependiendo de X,,) se tiene que
Eexp (¢d2 (X, A)) < JRECEOVE D) ((ecdc()‘gAxn)z)A <€Cdc(>‘c,3)2>1x| Xn) |

aplicando la desigualdad de Holder, la parte derecha de la desigualdad anterior es acotada

por

66(1_>\)2E (eédc(XvAXn)2| Xn>/\ D (eadc()_(,B)2| Xn> 1—)\7

y por la hipétesis de induccién podemos acotar lo anterior con

Z(1-X)2 _ 1 —
P, (X € Ax,| X,)'P, (X € B| X,)'

e

lo cual podemos reescribir como (nétese que el evento X € B es independiente de X,)

1 _
- 6c(l—/\)zr—)\7
P, .(X € B)

donde r := P, (X € Ax,| X,,)/P,_1(X € B) . Observemos que 0 < r < 1, por lo que

podemos aplicar la desigualdad elemental (ver Proposicién 43)

inf VA <9 T,

0<A<1
con lo que concluimos que
1 P, (XecAx | X,
B (exp (2d2 (X, A)) | X,) € =~ (o= PoanX € Ax | Xa) )
P,.1(X € B) P,1 (X € B)
calculando esperanzas con respecto a X,, tenemos que
1 P,XeA
E (exp (ed? (X, A))) < == g PuXed) )
P,1 (X € B) P, (X € B)
usando la desigualdad (2 —z) < 1,0 < x <2 con z := % tenemos
n—1
P,(XeA) 5 P,(XeA) 1
P, 1 (X € B) P,..(XeB) ]~
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de donde

1 5 _ P,(XeA) < 1
P, (X € B) P,..(XeB)] ~ P,(XcA)

lo que concluye la induccién. [

2.3.2 Desigualdad de Talagrand

En esta seccién se demuestra uno de los resultados méas importantes del fenémeno de concen-
tracién de medida el cual estd dado por la desigualdad de Talagrand. Con esta desigualdad
probaremos la concentracién de la norma operador y la convergencia casi segura del Teorema

de Wigner para matrices aleatorias.

Teorema 38 (Desigualdad de concentracion de Talagrand). Sea K > 0, y sean
X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes con | X;| < K para todo 1 < i < n. Sea
F : R" — R wuna funcion 1-Lipschitz convexa. Entonces, existen constantes positivas ¢ y

C tales que para todo A > 0 tenemos que

P (|[F(X) — M(F (X))| > AK) < Cexp (—cA?), (2.12)
)

P (|[F(X)—E(F (X)) > AK) < Cexp (—c\?), (2.13)
donde X = (X1, Xo, ..., X,) y M (F (X)) es la mediana de F(X) (ver Definicion 9).

Demostracién. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que K = 1. En este caso X

toma valores en el conjunto convexo I" C R". Para = € R, sea el conjunto convexo
A:={zeI"| F(z) <z},
sea y = x + A, A > 0, entonces
Ay={zel" | F(z) <z + A},

por lo que

AS={zel" | F(z) 2y} C{z €I" | d(z,A) = A},
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Ahora tenemos que
P(X ¢ Ay) <P (d(X,A) > \) =P (cd? (X, A) > cA2) =P (ecd“XvA) > ec’\2> ,
por la desigualdad de Markov se tiene que
P (ech(x,A) > ec)\2> < e‘CAQEexp (cd2 (X, A)) ’
con lo que, aplicando (2.10)
e N Eexp (cd? (X, A)) <e NP (X € A)7!,

por lo tanto

P(XcAP(X¢A)<e™,

si tenemos que = < y, entonces

P(F(X)<2)P(F(X)>y) <e (2.14)
hagamos © = M (F' (X)) y y = M (F (X)) + A, entonces
P (F(X) <M (F (X)) P (F(X) > M(F (X)) +A) < e,

Dado que P (F(X) < M (F (X))) > 1, se sigue entonces que

P (F(X) - M(F (X)) > \) < 2¢,

Consideremos —F' (X)), se cumple que M (—F (X)) = —M (F (X)) por lo que P(— F(X) >
—-M((F(X))+A) = P(FX)<M(F(X))—A), si hacemos © = M (F (X)) — Ay y =
M (F (X))

sustituyendo en (2.14) concluimos que
P (F(X) = M(F (X)) > —\) < 2e,
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con lo que (2.12) se cumple.
Antes de demostrar (2.13) observemos que se cumple la siguiente desigualdad entre la media
y la mediana:

E(X) — M (X)| <4, (2.15)

VAKC

donde § = % 7

. Para ver esto notemos que

EX)-M(X)| = [E(X-M(X))
< E|X -M(X)|
_ /OOP(|X—M(X)!Z)\)d)\

< O/Ooo exp (_%v) X

1/7KC
N

Ahora, para demostrar (2.13) observemos que por la desigualdad |a| — |b] < |a + b|, para

todo a,b € R, se sigue que
[F(X) = E(F(X))] = M (F (X)) - E(F (X))] < [F(X) - M(F(X))],
por lo que tenemos que
P (|F(X) - E(F (X)) =2 A+ [M(F (X)) - E(F(X))]) <P (|F(X) = M(F (X)) = A),
y por (2.15)
P(|F(X)—E(F(X))) 20+ A <P(F(X)-M(F (X)) =),

adems, gracias a (2.12)

P (|[F(X) - E(F(X))| > 6 +A) < Cre ™, (2.16)

6

. 2
Observemos que si A < §, hagamos (] = e“°", entonces

P(|F(X)—E(F(X))] >\ <1=Cle @ < Cremah¥)
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por lo que solo nos falta demostrar el caso A > §. Tenemos que si A — § > 0, por (2.16)
P(|F(X)-E(F(X))| = \) =P (F(X) - E(F(X))| >3+ —4) < Crexp [~ (A = 6)°] ,
y por la Proposicién 44, existen k; > 0 y b € R tales que

P(|F(X)-E(F (X)) =) < Ciexp (_Clkl/\2 - C1b)

_ —cA\?
= (Ce ",

de donde (2.13) se cumple. u
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Capitulo 3

Aplicaciones en matrices aleatorias

3.1 Concentraciéon de la norma operador

Una matriz aleatoria es una matriz cuyas componentes son variables aleatorias. Dada una
matriz aleatoria A, existen muchas propiedades de ésta que se pueden estudiar, como por
ejemplo, los eigenvalores o valores propios, la traza, el determinante, etc. En este capitulo
nos centraremos en estudiar el comportamiento de una propiedad bésica, la norma operador
de la matriz A, la cual se define como
Al = o |Ax|.

Esta cantidad por si sola es interesante, pero ademds sirve como una cota bésica de otras
cantidades de interés de la matriz. Por ejemplo los eigenvalores de la matriz tienen tamano a
lo més [[A][,, . Con base en lo anterior podemos entonces decir que es importante encontrar

cémo es que se concentran los valores de las normas operador de las matrices aleatorias.

En esta seccién se muestra un resultado que nos dice cémo es que la norma operador, vista
como funcién, se concentra alrededor de su media. Para dicho fin utilizaremos el resultado

del Teorema 38, quedando a la vista la utilidad de las desigualdades de concentracion.
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Proposicién 39 (Concentracion de la norma operador). Sea A = (X,;) una matriz
aleatoria de n x n donde las entradas X;; son independientes con media cero y acotadas

uniformemente por 1. Entonces para cualquier A > 0, tenemos que

P (|41, — ™ (141,
para algunas constantes C,c > 0. El resultado se mantiene si reemplazamos M <||A||Op> por

E HAHop'

> A) < Cexp (—c)\2) ,

1<i Sn) de las variables

aleatorias independientes X;;, con lo que F' es una funcién de R™ a R. La convexidad de la

Demostracién. Podemos ver a [|Al|,, como una funcién F ((Xij)

norma operador nos muestra que F' es convexa.
Ahora observemos que, |Ax| esta acotado, por lo que, por la propiedad del supremo, para

algin x € R”

1All,, = (ZXU%‘) +<ZX2J‘%‘> +"'+(2Xna’l’j>
\ =1 =1 =1

2

n n 2
- ()
\ i=1 \j=1
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

e B[S0 (S EEe

i=1 =1 j=1

Sea B = (Y;;) una matriz aleatoria de n x n con entradas Y;; variables aleatorias indepen-
dientes con media cero y acotadas uniformemente por 1. Entonces, por la desigualdad del

tridngulo, tenemos que

FA)=FB) = |F((Xi)ieyen) = F (Vi) icijen)
= |14l - 1Bl
< Ja- B,
< DD (X -Yy)
i=1 j=1
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por lo que F' es 1-Lipschitz. Por lo tanto el resultado se sigue de la desigualdad de Talagrand

(Teorema 38). u

3.2 El Teorema de Wigner

En esta seccion presentaremos el Teorema de Wigner, el cual es uno de los resultados mas
importantes en la teorfa de las matrices aleatorias. Este teorema nos dice que la distribu-
cién espectral empirica de una matriz aleatoria hermitiana, cuyas entradas cumplen ciertas
caracteristicas, converge a la distribucién del semicirculo. Ademds de presentar el teorema,
se expondra de que manera se utiliza la Desigualdad de concentraciéon de Talagrand en la

demostracion de la convergencia casi segura en el teorema.

Una matriz de Wigner es una matriz aleatoria A™ de n X n con elementos reales o

complejos tales que A”

i, 1 <4 < j < nsonindependientes y A" es hermitiana, i.e. A7, = A_?z

Sea I (z) la funcién de distribucién del semicirculo, i.e.,
1
F(z) = / VI By )i (3.2)
o 2T

Teorema 40 (Teorema de Wigner). Sea A™ una matriz de Wigner tal que A} son
| =

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, 1 < i < n, E‘AZ

1/n, 1 <1 < j < n. Entonces la distribucion espectral empirica de \/LEA" converge casi

sequramente a la distribucion del semicirculo, es decir, para cada x € R, cuando n — o0
1 . . C.S.
Fun () :=={i: \i <z, 1 <i<n}| = F(x),
n
donde M\, ;, 1 <1 <mn, son los valores propios de la matriz A".

En lo que sigue supondremos, sin pérdida de generalidad, que las variables A}, son aco-
tadas y con media igual a cero, el lector interesado en ver a detalle la justificacién de lo que

se acaba de mencionar puede ver [3] paginas de la 15 a la 26. Con estas condiciones se puede
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seguir la demostracién dada en [4] del Teorema de Wigner, utilizando herramientas de teoria

de grificas y combinatoria.
En esta seccién demostraremos que

ZVar< tr (A") ) < 00, (3.3)

utilizando la concentracién de medida, en lugar de teoria de graficas. Con lo anterior,

siguiendo los pasos en [4], quedard demostrada la convergencia casi segura del Teorema 40.

Sea f (r) = x*, observemos que f restringida a un conjunto compacto es L-Lipschitz en
R, L > 0 (F es L-Lipschitz si y solo si 7F es 1-Lipschitz) entonces por Lema 2.3.1 de [1]

tr(A”)k es Lq-Lipschitz para alguna constante L; > 0. Ahora, para demostrar (3.3), primero

por definicién tenemos que

Var (%tr (A”)k) _E

de donde por la Proposicién 5 se tiene que

Var (%tr(A”)k) = /OOQP(l

2

%tr (A" _E (%u« (A”)’“)

Entonces dado que f también es convexa, entonces por Lema 4.4.12 de [1], tr(A™)* es

convexa, entonces por el Teorema 38 tenemos que existen ¢ > 0 y C' > 0 tales que

1 K > A Co
- nyk ) < AR
Var (ntr(A ) ) _/o C’exp( cLln)d/\ ot

donde (Y} es una constante positiva. Por lo anterior obtenemos que
ZV&r( tr (A") ) < 0.

Para el caso de k impar, siguiendo la sugerencia de Tao [13], utilizando el hecho de que

1A™,, <%, 2 (Teorema 2.3.4. [13]), escogemos un ¢ > 2, entonces la matriz A" + cI,, es
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una matriz positiva definida, casi seguramente; por lo que utilizando los mismos argumentos
de arriba tenemos que tr(A"™ + ¢l,,)" es Lo-Lipschitz y convexa. Ademds de manera similar
a la demostracién de la convergencia en esperanza dada en [4], de la distribucién espectral

empirica a la distribucion del semicirculo se puede demostrar que

E (ltr (A" 4 cIn)k) — E(X +¢)F,
n

n—oo

donde X ~ F dada en (3.2).

Ahora aplicando la desigualdad de Talagrand (Teorema 38), obtenemos que
/ P
0
o A Ch
< Cexp (—c—n2) N = —,
;o coo et =3

donde (] es una constante positiva. Lo que nos da la convergencia casi segura

A
tr (A" + cl,,)" — E <tr (A" + cIn)k> ‘ > L£n> d\
2

E (ltr (A" + c[n)k) L5 B(X + o),
n

n—oo

Por lo tanto por el método de momentos (ver [4]) se sigue que

Fanier, (7) = Fxic(z).

n—oo

En virtud de que
Fanier, (x) =Fan(x —¢) 'y Fxic(x)=Fx(z—0c),

se sigue que

Fan () =% Fx (2).

n—oo
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Apéndice A
Resultados auxiliares

En este apéndice se muestran unos resultados de cédlculo que son 1itiles en algunas de las

demostraciones de esta tesis.

A.1 Recta basica de la grafica de una funcién convexa

Lema 41 Sea I C R un intervalo, sea ¢ : I — R una funcidn convexa y sea ¢ un punto

interior de I. Entonces existe un o € R tal que

o(x) > a(zr—c)+p(c) Vo e I.

Demostracién. Como ¢ es convexa, sus derivadas unilaterales ¢’ (c¢) y ¢/, (c) derivada por
derecha y derivada por izquierda respectivamente existen en el punto ¢ € I y satisfacen la
siguiente desigualdad:

#(0) < @0,

Tomemos o como cualquier nimero del intervalo[¢’ (¢), ¢/, (c)] . Tenemos que si z < ¢,

entonces

o> (o) > AW =Pl

lo cual, multiplicando por x — ¢ < 0 nos da que
p(r) > alz —c) + ¢(c).
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Ahora, si x > ¢, entonces

a§¢;(c)§M7

lo que, multiplicando por x — ¢ > 0 nos da que

o) > alr — o) + (o).

A.2 El cubo booleano como espacio métrico.

Obsérvese que x, y € [,

dx,y) = {i:x;#vy, 1=1,...,n}
= ’xl_yl|+"'+|xn_yn|'

Proposicién 42 Sea I,, = {0,1}" el cubo booleano. La dupla (I,,,d) es un espacio métrico,

donde d es la “distancia de Hamming”, la cual se define como:
d(X,Y) = ’xl _y1’ T+t ’xn_yn’7

parax yy en I,.

Demostracién. Sean x,y como arriba 'y z = (z1, 22, ..., 2,), X,¥,2 € I, entonces si z; = y;,
entonces |r; —y;| = 0 y si x; # y; tenemos que |z; —y;| = 1, de donde obtenemos que
d(x,y) = [r1 —y1|+- - +|zn —yn| 2 0y d(x,y) = 0siysolosi|zy —yi|+---+|zn —ya| =0
lo cual solo pasa cuando x; = y; para toda ¢ = 1,... n,.e solo cuando x =y. Ahora

observemos que

dx,y) = |o1 =+ + |20 — yn
= ‘y1_$1|+"'+|yn_xn‘

= d(y,x),
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por lo que solo nos falta demostrar la desigualdad del tridangulo para ésta métrica. Tenemos

que

dx,z) = |v1— 21|+ + |20 — 24
= |z -ty —al -+ T = Yo T Y — 2l
< o=l vy — 2] v =yl + Y — 2

= d(x,y)+d(y,z).

|
A.3 Desigualdades elementales
Proposicion 43 Para 0 <r <1,¢>0
inf e NpA <o (A.1)
0<A<1
Demostracién. Si derivamos eIV’ 7= con respecto a A e igualamos a cero, se tiene que

A =1+ 2logr es un punto minimo pues la segunda derivada en A es mayor que cero. Si

A€ (0,1] y sir > e /2 entonces tenemos que 1+ 2logr > 0, por lo que si 0 < r < e~1/2
entonces A = 0, de donde, haciendo ¢ = 1/4 | se sigue que
128~ e/t <2214,
con lo que se cumpliria A.1.
Entonces si A =1+ 2logr, r € [6*1/2, 1} y ¢ = 1/4, tendremos que
61/4(1—(1+210g7‘))2,r—1—210gr <921,

lo cual ocurre si y solo si

(logr)® + (=1 — 2logr)logr = — (logr)* — logr < log (2 — 7). (A.2)
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Para verificar que A.2 se cumple, sea
F(r) =1log (2 —7) +logr + (logr)”.

Observemos que F”(r) > 0 para r € [6_1/ 2 1] , por lo que F'(r) es creciente, ademés como
F'(e7'/?) = —1.7 y F(1) = 0, entonces F'(r) < 0 para todo r € [e7*/2,1], lo que quiere
decir que F es creciente, y como F(e~'/?) = 0.08 y F(1) = 0, entonces F(r) > 0 para todo

e [e_l/ 2 1} , con lo que se cumple A.2, y esto completa la demostracion. [

Proposicién 44 Para todo 0 < x € R y toda constante a € R, existen constantes k > 0 y
b € R las cuales cumplen que

(z —a)® > ka® —b. (A.3)
Demostracién. Para que (A.3) se cumpla se tiene que cumplir que
(1—k)2® — (2a)z + (a® 4+ b) >0,
lo que se cumple si y solo si se cumple que
1—k>0 y 4a®—4(1—k)(a®>+b) <0,

de donde se puede ver que existen k y b que cumplan con (A.3). Por ejemplo, si se elige un
k, tal que 0 < k < 1, se debe de buscar un b tal que

2
<l-k<1

a?+b

. . 2
lo que cumple cualquier cualquier b > ;%5 — a?. [ ]
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Apéndice B
Demostraciones

En este apéndice se encuentran las demostraciones de los teoremas, proposiciones, lemas y
corolarios que se enuncian en el desarrollo de esta tesis.
Demostracion de la Proposicion 5. Por la definicién de probabilidad de un evento tenemos

entonces la siguiente igualdad

/ P(X >\d\ = / Elxsy (X)dA
0 0

_ /0 h /Q 1o () dPy () dA

- /Ooo/:odPX(x)d)\

y por el Teorema de Fubini-Tonelli se sigue que

/OOOP(XE)\)d)\ = /Ooo (/Oxd)\> APy (x)

- /0 " 2Py (2)

- / XdP
EQ(X) .
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Demostracion de el Lema 10. Observemos que

E|X - C|

—E|X — M(X)]

/ZM—CMRM@—/

M(X)[ dPx (x)

/C—< c>dPX<>+/c°°<x—c>dPX<x)

M(X

88

o
o
7
o[

: /

/ IL‘dPX
+ / ZL‘dPX

M(X
+ $dPX

— 00

{EdPX

ZL‘dPX

88

Z

C

88

X)) dPx (z)

(chmpxgm

M(X)

xﬂk +M@3/

(chmpxpm

zdPy (x),

dPX (.17)

dPX (33')

a partir de aqui demostraremos el caso M(X) < C, para el caso C' < M(X) es similar.
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Entonces sea M(X) < C, de la tltima igualdad tenemos que

c M(X)
E|X —C|-E|X - M(X)| — —/ a:dPX(x)+C'/ P (z)

—00

M(X) c

—o/oo dPX(x)+C/C dP (z)

M(X) M(X)
M(X) 00
+/ xdPx (z) — / zdPx ()
—o0 M(X)

c C
. / wdPy () +2C [ dPy (2)

c

M(X) M(X)
c
_ 2/ (C - 2)dPy (x),
M(X)
por lo que tenemos la siguiente igualdad
c
E|X—C’|:E|X—M(X)|+2/ (C—2x)dPx (x),
M(X)

de donde se sigue que C' = M(X) minimiza E |X — C].
Demostracion de la Proposicion 11. Tenemos que

[E(X) - M(X)| = [E(X - M(X))| < E[X - M(X)],
y por el Lema 10, tenemos que

[E(X) -M(X)| < E[X-M(X)| <E|X—-E(X)
= Ey/(X —E(X))?

y por el Teorema 17 (la funcién —/z es convexa) tenemos que

E(X) — M(X)| < \/E(X - E(X))> = /Var (X).
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Demostracion del Lema 13 Por la independencia de X1, ..., X, tenemos que

Eexp[t(ai X1+ ...+ Xn)] = Elexp (te1 Xy) - -exp (te, X))

= Eexp(taX,) - Eexp (tc, X,) .
Por lo tanto

U%C% 2 orc 2
Eexp (te1Xp) - Eexp (te, X,) = exp | o+ Tt ceeexp | ppcn + %t

n n 0_202 ,
= €eXp Z HiCi + Z %t )
=1 1=1
de donde tenemos que ¢; X7 + ... + ¢,X,, es Gaussiana con media Z:.L:l [;C; Yy varianza

> oic. n
Demostracion del Teorema 1. Tenemos la desigualdad
AL(X > )\) < X,

tomando las esperanzas a ambos lados de la desigualdad tenemos que

EML(X >)\)] < E(X)
AE[1(X > V)] < E(X)
AP (X >)) < E(X)
p(x>) < 2

>

Demostracion del Teorema 17. Sean
a =inf [, b=supl, c:/FdP.
Q

Demostremos que ¢ € I. Observemos que si (a,b) = (—o00,00), como F' es integrable, se

tiene que ¢ € I. Ahora si a € I, entonces F' > a en todo punto de §2, por lo que

/FdPZ/adP:a.
Q Q
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Sib e I, entonces F' < b en todo punto de €2, por lo que

/FdPg/de:b.
Q Q

Ahora supongamos que —oo # a ¢ I. Entonces F' > a en todo punto de Q. Si fQ FdP = a,
entonces de fQ(F — a)dP = 0 se tuviera que F' = a casi en todas partes en €2, lo cual es
una contradicciéon. Por lo tanto fQ FdP > a. De manera similar tenemos que si co # b ¢ I,
entonces F' < b en todo punto de €2, por lo que fQ FdP < b, con lo que queda demostrado

que c € 1.

Siguiendo con la demostracién, supongamos que ¢ es un punto interior de I. Sea a €

[go’_(c), goﬂr(c)} . Entonces, por el lema 41
o(t) > elc)+alt—c) Vtel,
al sustituir ¢ por F'(z) se obtiene
(poF)(z) =z plc) +a(F(r)—c) Vel
lo cual, integrando sobre €2 con respecto de P nos da que

/Q@oF)szgo(cHa(/ﬂFdP—c) — (o),

con lo que unicamente nos queda por examinar el caso donde ¢ es uno de los extremos de
I, que entonces pertenece a I. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ = a, lo cual

implica que F' = a casi en todas partes. Se tiene entonces que
| @eP)dP = 4a) [ dP = ola) = (o)
Q Q
con lo que se concluye la prueba. [ |

Demostracion del Corolario 18. Aplicando el Teorema 17 al espacio de probabilidad ([a, 8],

B ([a,b]) ,P), donde dP =% |

Demostracion del Lema 20. Si escribimos z = Aa + (1 — )b, 0 < XA < 1, la convexidad de
e nos dice que

e < e+ (1—N)e™.
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Sea A = (b— ) /(b — a) entonces se sigue que

b—=x T —a
6t:p< ta tb.

_b—a6 b—a

Tomando la esperanza en ambos lados de la desigualdad, llegamos a

b—a b—a
B bem—aetb
B b—a

< et?(H)2 /8

Esta ultima desigualdad se demostrard a continuacién. Sea p = —a/ (b — a), entonces
EetX < beta _ aetb
b—a
_ (1 —p +pet(b—a)) e—pt(b—a)
— ()

)

donde u=t(b—a)y ¢ (u) = —pu+log (1 — p+ pe*). Dado que

P
p+(L—p)e v’

¢ (u) =—p+

por lo tanto ¢ (0) = ¢’ (0) = 0. M4s atin

¢// (u> _ p (1 B p) e

< e
(p+(1—p)em)? ™~ 4

2
observe que el méximo valor de la funcién z/ (p + ]—1Jz> conz=p(l—p)e ™ es i. Ahora,

por el Teorema de Taylor se tiene que para algin 6 € [0, u
/ u2 U
bw) = 6(0)+ud (0)+ 26" (0)
u
8

2(b—a)’
—
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Demostracion del Teorema 21. Solo probaremos la cota inferior (la prueba para la cota supe-
rior es similar). Sea Y; = X; — EXj, entonces las Y; son variables aleatorias independientes.
con media cero y rango [a; — EX;, b; — EX;|. Para cualquier ¢t > 0, se sigue

Eet(Y1++Yn)
P (S, ~ES, >¢) =P (Vi 4 +Y,>¢c) =P (M) > oty < 20 0

ete )

esto tltimo es por la Desigualdad de Markov (Teorema 14). Por la independencia de los Y;

y usando el Lema 20 para cada Y;, obtenemos que

EetYl . EetYn

eta
oP2(b1—-a1)%/8 | ot (bu—an)?/8

P(S,—ES,>¢) <

<

ete

sea t = 4e/D, se sigue que

P (S, —ES, >¢) <e /P,

Demostracion del Corolario 24. Tenemos que

: 2 . 2
entonces
1+et+e—f B 1+(1+1)+<t—t)+<t2—|—t2)+
2 4 2 4 4 4(21)
t2 t4 t2k
- 4+
LT R TCTS T
t2 2 24
< 1_}_Z+..._|_4k_k!+...:6 ,
por lo que el resultado se sigue del Teorema 23. [ |

Demostracion del Corolario 25. Tenemos que d(x, A) > e\/n = td(x, A) > te/n, de donde

obtenemos lo siguiente
/ A gp, > / A gP, > Po{x € I, : d(x, A) > ey/n}el*V™,
I, {x€Il,:d(x.A)>e/n}
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por lo que

P {xcl,:dx,A) >ey/n} <e VM [ dxAgp,

In

Como

/ etd(x,A)dPn < 1 etzn/4’
In

por el Corolario 24, entonces

—te

. ﬂ t2n/4
P.{x€el,:d(x,A) >eyn} < e,

P, (A)
Haciendo t = 2¢/+/n,
2e n _
e—te\/ﬁet%/4 e (5 fe(%)n/ﬁl e =
P,.(A) P.(A) P,.(A)’
con lo que queda completa la demostracién. [ |

Demostracion de la Proposicion 33. Primero supongamos que w =0 € Uy (x), lo que
significa que w; = 0 para todo 1 < ¢ < n, entonces por la definicién de Uy (x) existe un
z € A, tal que z; = x; para todo 1 <1 < n, por lo que x € A. Ahora supongamos que x € A,

entonces w; = 0 para todo 1 < i < n, por lo que w =0 €Uy, (x). [ |

Demostracion del Lema 35. Supongamos que d.(x,A) = r. Entonces d (V4 (x),0) = r,
y como V4 (x) es cerrado, entonces existe t = (t1, to, ..., t,) € Va(x) tal que [t| = r.

Observemos que Ux(x) C {0,1}" entonces Uy (x) es finito, supongamos que
Ua(x) = {wy, Wa, ..., Wi},

ahora bien t estd en la envolvente Convexa de Uy (x) por lo que es una combinacién convexa

de elementos en Uy(x) (i.e. t —Zazwl, donde «; > 0, Zaz =1y w; € Ug(x) ). En
=1 i=1
virtud de que, por definicién de Ux(x), para todo w; € Ux(x) existe z,, € A — x (donde

A—x={(a1—21, a2 — @2, ..., ay — ) : (a1, a2, ..., a,) € A}), tal que (Zw) (la j-
ésima coordenada de z,,) es distinta de cero, lo que implica que (w;) ; es distinto de cero

también. Como A y x viven ambos en [—1,1]", entonces cada coordenada de cada elemento
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de A — x tiene valor absoluto menor o igual a 2. Por lo tanto ‘(zwi)j < 2(w;); (st (w;); es

0 entonces (zy,); también es 0; si (w;); es 1 entonces 2 (w;); = 2 > |(zy,) J‘) Ahora, sea

k
Z; = E O Zy, -
i=1

Como A es convexo, A — x es convexo y por lo tanto z; € A — x. Observemos que, si
z: = (Y1, Y2, ..., Yn) entonces |y;| < 2t;, por lo tanto |z;| < 2|t| < 2r, y como z; = a—x

para alguna a € A, por lo que |a — x| < 2r, de donde se sigue que
d(x,A) = inf {J]a — x|} < 2r.
acA
[

Demostracion del Lema 36. Primero observemos que si t € Uy,, (X), entonces por la defini-
cién de A,, y Ua, (X), tenemos que (t,0) € Ua (x) y si @ € Up(X) entonces (@1,1) € Ua(X).

Con lo anterior tenemos que si t € Vi, (X) y @ € Vp(X), entonces para todo 0 < X <1,
A0+ (1 =N (T,1)=At+(1 =N a,l—N) e Va(x).
Por lo tanto, por la definicién de distancia combinatoria tenemos que
d? (x, A) < (1= M\)? + |\ + (1 — Nul?,
por la convexidad de la funcién cuadrada y la desigualdad del tridngulo se sigue que
A2 (x, A) < (L= AP+ At + (1= A) [ul?,

por lo tanto

B (x, A) < (1 - N2+ 22X, A, ) + (1 — V(% B).
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