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Prefacio

En esta tesis se presenta una demostracion del Teorema de Wigner para matrices aleato-
rias simétricas reales. Este resultado juega un papel fundamental en la teoria de matrices
aleatorias, drea que actualmente estd siendo ampliamente investigada, ver [3], [7], [9].

Una matriz de Wigner es una matriz aleatoria simétrica (o hermitiana en el caso com-
plejo). Estas matrices juegan un papel importante en Fisica Nuclear y Fisica Matemaética.
Para aplicaciones en estas dreas ver el libro de Mehta (2004) [9)].

Sea Ay una matriz aleatoria de dimensién N x N, con eigenvalores Ay ;, j = 1,2,..., N.
Si Ay es simétrica, estos eigenvalores son reales. En consecuencia, es posible definir una
funcién de distribucién unidimensional

1 .
FAN(x):N#{jSN:)\Mij},

llamada la funcion de distribucion espectral empirica (FDEE) de la matriz Ay.
Uno de los principales problemas en Teoria de matrices aleatorias es investigar la conver-
gencia de la sucesién de FDEE’s {F AN } ~>p Para una sucesién de matrices aleatorias dada

{An} sy - El limite de la FDEE de la sucesion { Ay} si existe se llama distribucion espectral
asintotica F.

La investigacion del limite de la FDEE de matrices aleatorias Ay cuando N — oo es de
gran interés entre fisicos, matemadticos, probabilistas y estadisticos, entre otros. El interés en
la FDEE radica en que muchas estadisticas importantes en anélisis estadistico multivariado
se pueden expresar en términos de la FDEE. Un ejemplo es el siguiente.

Sea A una matriz definida positiva de dimensién n x n. Tenemos que

det (A) = [[ Awv,; = exp {n/ (logz) F4 (dm)] ,
Jj=1 0
donde F4 es la FDEE de la matriz A.

En particular en esta tesis, consideraremos matrices de Wigner reales, i.e., matrices
aleatorias simétricas reales tales que Ay = (a;;), donde las variables aleatorias a;; son
independientes si 1 <7 < j < N.

El objetivo principal de esta tesis es presentar una demostracion detallada del Teorema
de Wigner, el cual establece que bajo ciertas condiciones sobre Ay,

FAY () N—> F(z), Vr € R,
donde F'(z) es la funcion de distribucion del semicirculo cuya funcién de densidad estd dada
por f(t) = %\/4 —t2, =2 <t < 2 ie, F(zx) = ffoof(t) dt cuya expresiéon explicita se

3
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puede ver en la Seccién 1, usando herramienta de teoria de graficas, combinatoria y técnicas
de probabilidad relacionadas con los métodos de momentos y truncamiento, asi como el
uso de la desigualdad de Chebyshev y el Lema de Borel-Cantelli. Se utiliza el método del
truncamiento debido a que la prueba se realizard pidiendo que las componentes de la matriz
aleatoria tengan un determinado nimero de momentos finitos.

Como segundo objetivo de esta tesis es ilustrar la validez del Teorema de Wigner para
matrices aleatorias mediante un estudio de simulacién.

En 1958 Wigner [12] da una demostracién heuristica del teorema solicitando una matriz
de dimensién N con entradas reales, simétrica, donde las variables aleatorias a;; son inde-
pendientes para 1 <7 < j < N, todos los momentos de los a;; existen y el segundo momento
de todos las a;; es el mismo.

Arnold [2] demuestra el Teorema de Wigner pidiendo la existencia del sexto momento en
las componentes de la matriz aleatoria fuera de la diagonal y cuarto momento en las com-
ponentes de la diagonal. La demostraciéon de Arnold estd basada en el método de momentos
y del truncamiento.

Guionnet [7] demuestra el Teorema de Wigner pidiendo una cota uniforme de todos los
momentos de las componentes de la matriz aleatoria.

Bai, Z. y Silverstein [3] presenta una demostracién usando elementos de Teorfa de Gré-
ficas. Como primer paso remueve los elementos de la diagonal, después trunca las variables
que estan fuera de la diagonal de la matriz y utiliza el método de momentos para concluir
su demostracion.

Dominguez Molina y Rocha Arteaga [5] dan una demostracién detallada del Teorema de
Wigner usando herramienta de Teorfa de grificas y combinatoria.

Esta tesis se basa principalmente en el trabajo de Arnold [2] siguiendo su enfoque. Se
desarrolla en forma mds detallada su demostracion, se incorpora la herramienta de gréficas
usada por Dominguez Molina y Rocha Arteaga [5].

La organizacién de esta tesis es la siguiente: en el Capitulo 1, se da una introduccién
del Teorema de Wigner, se introducen los Nimeros de Catalan mostrdndolos como solucién
de varios problemas en diferentes dreas de las matematicas, se presenta la herramienta de
teoria de gréficas que se utiliza para demostrar el Teorema. En el Capitulo 2 se presenta la
demostracién del Teorema de Wigner, primero demostrando la convergencia de los momentos
de la FDEE y después la convergencia casi segura. El Capitulo 3 contiene un estudio de
simulacién donde se generan nueve tipos de matrices aleatorias, en tres de ellas se cumplen
las hip6tesis del Teorema de Wigner y en el resto se consideran los casos en que se incumplen
algunas hipétesis de dicho teorema, a saber, el nimero de momentos finitos, la centralidad
de los elementos fuera de la diagonal y la independencia de los componentes de la matriz
alatoria. El estudio de simulacién se basa en comparar los histogramas de los eigenvalores
de distintas matrices aleatorias con la funcién de densidad del semicirculo. En el Apéndice
A se encuentran las demostraciones de los lemas, teoremas, corolarios y proposiciones que
utilizamos en el desarrollo de la demostracién. Por ultimo en el Apéndice B contiene algunas
definiciones y resultados de la teorfa de Probabilidad que utilizamos en esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

Una matriz aleatoria es una matriz cuyas componentes son variables aleatorias. Una propiedad
importante que tienen las matrices aleatorias simétricas es que sus valores propios son reales
y aleatorios.

Sea An = (a;;) una matriz de Wigner, i.e., una matriz aleatoria simétrica real de N x N,
donde las componentes a;; son variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
(Q, F, P) donde ( es el espacio muestral y P es la medida de probabilidad definida sobre la
o-dlgebra de eventos F.

Usaremos la abreviacion v.a.i.i.d. de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas.

Los supuestos sobre las componentes de la matriz aleatoria Ay son los siguientes:

Sean Gy H funciones de distribucién reales.

1. a;; NGyE|a11|4+T <o00,0<71<1.

N

a1a~ H, Eajy =0, Ea}y =1y Elap|*™ <00, 0<e < 1.

3. Clzj:aszllgl<j§N
D . . .
4. a;;=a;psil<i<j <N

D : .
5. ay =a1; i1 <3< N.

6. a;; son v.a.t.i.d. sil <i<j < N.

La funcién de densidad del semicirculo, ver Figura 1.1, tiene la siguiente expresién

f(x):{ VA =22, siz| <2,

0, si|z| > 2.
La funcién de distribucion del semicirculo, ver Figura 1.2, estd dada por

0 six < —2

F(z)= / f(t)dt= % + Larcsen 2 + aov4 —a?, si|z] <2 (1.1)

siz>2
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Figura 1.1: Funcién de densidad del semicirculo
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Figura 1.2: Funcion de distribucién del semicirculo
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El célculo de los momentos de la distribucién del semicirculo se detalla en el Apéndice
A, en la demostracién del Lema 3.

Consideremos ahora propiedades de los eigenvalores de la matriz aleatoria.

Sea la matriz aleatoria
B N = ﬁA N,

denotemos sus eigenvalores por Ay 1, An 2, ..., An,n, cuya FDEE estd dada por
1
FBN(;I;)ZN#{z':AN,igx,1gi§N}, z €R. (1.2)

La FDEE se puede interpretar como una funcién de distribucién aleatoria uniforme en los
eigenvalores Ay 1, An2,..., Ann, donde cada uno de estos eigenvalores tiene la probabilidad
% de ocurrir.

El Teorema de Wigner establece, que bajo ciertas condiciones sobre By,

FBY (z) 2% F(x), Vo € R. (1.3)

N—o0

donde F'(x) estd dada en 1.1.

Utilizaremos el método de momentos para probar (1.3). Este es uno de los métodos més
populares en la teorfa de matrices aleatorias, el cual utiliza el Teorema de convergencia de
momentos, i.e., considere una sucesién, {H,}, -, de funciones de distribucién con momentos
finitos de todos los érdenes. El Teorema de convergencia de momentos determina bajo qué
condiciones la convergencia de los momentos de todos los érdenes implica la convergencia en
distribucién de la sucesién de distribuciones {H,}, .

Denotemos el k-ésimo momento de H,, por -

Bk = /Ian (dz) .
La justificacién del método de momentos lo da el siguiente lema:

Lema 1 (Teorema de convergencia de momentos) Una sucesion de funciones de dis-
tribucion {H,} converge débilmente a una funcion de distribucion, H, i.e.,

H, () — H(z),

n—oo

para todo x, punto de continuidad de H, si se satisfacen las siguientes condiciones:
i) Cada H, tiene momentos de todos los drdenes.
ii) Para cada k > 0,

/ﬂUan (dz) — [ 2"H (dx).

n—oo

iii) H estd determinada de manera unica por sus momentos.
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Cuando aplicamos el Lema 1, necesitamos verificar la condicién (iii) del lema anterior.
El siguiente lema da una condicién que implica (iii) del Lema 1.

Lema 2 Sea {8}, la sucesion de los momentos de la funcion de distribucion H. Si

lim inf — 6 o (1.4)

m——00 M,

entonces H estd determinada de manera tnica por su sucesion de momentos {5}~ -
La demostracién de los Lemas 1 y 2 se encuentran en el Apéndice B de [3].

Las condiciones sobre las variables aleatorias a1 y a1z no se relajardn mas alld de pedir
momento finito de orden 4+7,0 < 7 < 1 para a;; y momento finito de orden 6+¢, 0 < ¢ < 1,
para ais. Es mds simple trabajar con variables aleatorias que tengan todos los momentos
finitos, con este fin utilizaremos variables aleatorias truncadas de a7 y a12 las cuales tendrén
todos sus momentos.

El método de truncamiento consiste en truncar la variable aleatoria de interés, X, en un
valor determinado, ¢, de manera que la nueva variable aleatoria tenga todos sus momentos,
lo cual se cumple si definimos X como

X:{ X si | X]| <e,
0 otro caso.

Podemos ver que F |)_( |T < 00 ya que
E|X| =/ 7" H (dx) =/ o[ H (do) < P (|X] < ¢) <00, Vr>1,
—00 lz|<c

donde H es una funcién de distribucién. La probabilidad P (X # X) = P(|X| > c) siempre
se puede hacer arbitrariamente pequena, eligiendo un valor apropiado de c.

Antes de continuar, necesitamos discutir los momentos de la distribucién del semicirculo.
El Lema 3 dice que los momentos pares, k = 2m, de la distribucién del semicirculo estdn

dados por
1 2
BQm:Om: (m>7m20
m

y 62m—|—1 = 0.
Observemos que

1 (2m)! - [Ix3x5x---x(2m—1)][2x4x6x---x2m)]
m + 1 m!m)! m!m)!
2X4X6X-+x2m|2M[I1 X2 X3 X -+ X m]

m!m)!
Se sigue entonces que los nimeros de Catalan, i.e., los momentos pares de la distribucién
del semicirculo, cumplen la condicién 1.4, i.e.,

Cm =

— 22m — 4qm

hmlnf B hmlnf sz < hmmf— (4m)2m =0 < oo,

m—00 M, m—o00 M, m—s00 M,

lo que nos garantiza, de acuerdo con el Lema 2 que la distribucién del semicirculo esta
determinada de manera tnica por sus momentos. Esto nos da (7iz) del Lema 1.
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1.1 Distribuciéon del semicirculo

A partir de la década de los 50’s la distribucién del semicirculo, también conocida como
distribucién de Wigner, ha surgido de manera relevante en Teoria de probabilidad y en
diversas dreas de las matematicas. En la Teorfa de Probabilidad libre ésta juega el papel que
tiene la distribuciéon normal en la Teoria de Probabilidad cldsica. Una de sus aplicaciones
mas importantes la tiene en la Teoria de Matrices Aleatorias, donde esta distribucién aparece
como limite de la distribucién espectral de matrices aleatorias.

Lema 3 Los momentos pares de la distribucion del semicirculo estdn dados por los nimeros

de Catalan Cy, = 5 (2kk), esto es

2
/ xzk%\/él — 22dr = (.
T

-2

Los momentos impares son cero por la simetria de la distribucion.

1.2 Numeros de Catalan

Los nimeros de Catalan son la solucién de varios problemas en diferentes dareas de las
matematicas, deben su nombre al matemadtico Belga FEugéne Charles Catalan, quien los
“descubri6” en 1838 mientras estudiaba el problema de las sucesiones de paréntesis bien for-
mados. Aunque estos nimeros fueron nombrados en honor a Catalan, ya se conocfan antes
de él; alrededor de 1751 Leonhard Euler, los descubrié mientras estudiaba el problema de la
triangulacién de poligonos convexos.

Los niimero de Catalan estdn definidos como

o - 1 <2n>
n+1\n

Veamos algunos ejemplos para n = 3. En este caso C3 = 5.
Los nimeros de Catalan cuentan el nimero de expresiones que contienen n pares de
paréntesis correctamente colocados, por ejemplo para n = 3

((0)), 0€0), 000, (D)0, (O0)

Una triangulacion de un poligono es una manera de descomponerlo como una unién
disjunta de tridangulos, cuyos vértices coinciden con los del poligono. El nimero de formas
distintas de cortar un poligono convexo de n 4+ 2 lados en tridngulos conectando vértices con
lineas rectas sin que ninguna se corte también estd dado por los nimeros de Catalan. La
Figura 1.3 ilustra el caso de los poligonos de 5 = 3 4 2 lados.

Un camino de Dyck es el resultado de una caminata con 2n pasos de longitud constante y
en las direcciones noreste y sureste, y de manera tal que nunca nos encontramos en un punto
con altura menor a la altura que tenfamos al inicio del recorrido y se termina el recorrido
a la altura en donde se inicié. Estas trayectorias también las contamos con los nimeros de
Catalan. En la Figura 1.4 se observan las cinco caminatas de 6 pasos.
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SAANATS
W =

Figura 1.3: Las cinco diferentes triangulaciones de un pentdgono.

/NN AN
VA

Figura 1.4: Caminos de Dyck.
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Figura 1.5: Gréfica conexa con un ciclo.

1.3 Graficas

Con el fin de calcular los limites de los momentos de la FDEE de una matriz de Wigner,
necesitaremos utilizar algunas herramientas de teoria de gréficas. Esto es necesario porque
la media y la varianza de cada momento empirico quedard expresado como una suma de
esperanzas de producto de las componentes de la matriz. A cada término de esta suma
le asociamos una gréfica lo que permitird contar sistemdticamente el nimero de términos
significativos. Por este motivo, introduciremos algunos conceptos de teoria de graficas y
estableceremos algunos lemas. Se recomienda el libro de teoria de graficas [4], la Parte 3 de
6], v el Capitulo 9 de [11] para una introduccién a la teoria de gréficas.

Definicién 4 Sea V' un conjunto finito no vacio, E CV x V. El par (V, E) es una gréfica
dirigida (digrafica) sobre V', donde V' es el conjunto de vértices y E es el conjunto de aristas.

Usaremos la notacion G = (V, E).

Si no se toma en cuenta la direccién de las aristas, F serd un conjunto de pares no
ordenados de V' x V' y diremos que G = (V, E) es una grafica no dirigida. En una gréfica no
dirigida denotaremos las aristas por {a,b} = {b,a}.

Definicién 5 Sea G = (V, E) una grifica, una arista (a,b) € E es incidente a v € V' si
v € {a,b}. Para cualquier vértice v € V' se define grad (v) como el nimero de aristas en E

que son incidentes con v.

Definicién 6 Sean u, v vértices de una grdfica no dirigida G = (V, E) . Llamaremos camino
u-v en G a una sucesion finita ey, eq, ..., en, €, = {i, 4141}, 1 <1< n, iy =u, i1 = v. Si
en un camino u-v se tiene que u = v se dice que el camino es un ciclo (camino cerrado), en
otro caso es camino abierto. Un ciclo de la forma (v,v) se llamard lazo. Una grifica cuyas

aristas forman un ciclo se llamard grafica ciclica.

Definition 7 Sea G = (V| E) una grifica no dirigida. G es conexa si existe un camino

entre cualesquiera dos vértices de G.

Las graficas ciclicas son conexas.
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Figura 1.6: Gréfica conexa con un lazo.

N

Figura 1.7: Gréfica no conexa.

3 3
2 1 ? 1
—
7 7

Figura 1.8: Grafica G y su esqueleto G.

12
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Definicién 8 Sea G = (V, E) una grifica y sea (a,b) € E, al nimero, m > 1, de veces que
se repite (a,b) mds el numero de veces que se repite (b,a) se le llamard multiplicidad de la
arista (a,b) , obsérvese que la multiplicidad de (a,b) es igual a la multiplicidad de la arista
(b,a), si ésta existe. Diremos que una arista es simple si su multiplicidad es 1. La grifica

G serd una multigréfica si existe una arista en E con multiplicidad mayor o igual que 2.

Definicién 9 El esqueleto G = (‘7, E’) de una grafica dirigida G = (V, E) es la grafica
obtenida de G sin tomar en cuenta las direcciones de las aristas, ni las aristas repetidas.

Diremos que una gréfica dirigida es conexa cuando el esqueleto es conezo.

El lema siguiente nos dice que una gréafica conexa no tiene més vértices que aristas excepto
en el caso de los drboles donde el niimero de vértices es mayor en uno que el niimero de aristas
(ver Lema 24).

Utilizaremos |-| para indicar cardinalidad de un conjunto.

Lema 10 Si G = (V, E) es una grifica conexa entonces

VI <[E]+1.

1.3.1 De la traza a las graficas ciclicas

Consideremos la traza de la potencia k-ésima de una matriz cuadrada, k > 1.
Sea A = (a;;) 1 <4,j < N una matriz.
Sean

i=(iy,....ix) € {1,2,..., N}",

N

> - 3 zzi

i1yeip=1 1=l
Lema 11 En cualquier matriz A de N x N se cumple que

N

k — §
(A )ilil = Qo Aigig e+ Qipiy -

i2,eyip=1

Del Lema 11 podemos escribir la traza de la k-ésima potencia de A como

N

N N
tr (Ak) = Z (Ak)ilil = Z Z Q149 Qigiz---Agyiq (15)

i1=1 i1=1142,...,ip=1

N
= § Qiyig Qigig * * * Qipiy -

i1 peip=1
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J

Uit

Figura 1.9: Griéfica ciclica inducida por la traza.

Noétese que los subindices de los términos de la sumatoria, i.e., (i1,12), (i2,43) , ..., (i, 71)
se pueden asociar a las aristas dirigidas de una grafica que en si misma es un ciclo de
longitud k. Asi, la estructura ciclica que la traza induce, permite identificar a cada indice

i = (i, ....,ix) € {1,...,N}" de la suma en la ecuacién 1.5 con una grafica conexa ciclica,
G (i) = (V (i), E (i) . donde

V(¢) = {i1,i9,...,0k} vértices,
E

(8) = {(i1,2) , (in,is) , -y (in,i1)} aristas dirigidas. (L.6)

donde 1 <1¢; < N,

1
Para k£ > 1, N21
Ak:{(ME)V:{ZbZQa?Zk}? E:{elw“aek}7 €j = (Z]7Z]+1)71 S]Sk,l SZ] SN},

con la convencién de que i1 = 7;.
Para 1 < m < k. Sea Ay, = {(V, E) € Ay : |V| =m}, entonces se cumple que Ay, N
Ay = @ si my # mg, por lo que

k
Ak: - U Ak,ma
m=1

siendo esta unién ajena.

Definicién 12 Dos grificas G; = (Vi, Ey) y Gy = (Va, E3) son isomorfas, denotado por
G1 = Go, si existe una biyeccion 0 : Vi — Va tal que (u,v) € By <= (0 (u),0 (v)) € Es.

72V

Lema 13 La relacion es una relacion de equivalencia en Ay .
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® . .
3 1 7 5 5 2 7 1 3 1 2 3 1 2

Figura 1.10: Una gréfica de Agp

Figura 1.11: Gréfica canénica

Definicién 14 Liamaremos a una grdfica 'y ,,-candnica si ésta tiene las siguientes propie-
dades:

1. El conjunto de vértices es V = {1,...,m}.
2. Existe una funcién g de {1, ..., k} sobre {1,..,m} tal que g(1) =1y
g (i) <max{g(l),..,g(i—1)}+1 para2<i<k.
3. Las aristas de E son de la forma:
ei=(g9(),g(i+1)), parai=1,..k,
con la convencién de que g (k+1) =g (1) = 1.

Sea ¢, m < /¢ <k tal que g(¢) =m,yr <s<mlacondicién 3 nos garantiza que antes
de llegar al vértice m no se puede llegar por primera vez a s sin pasar antes por r.

Proposicién 15 Cada clase de equivalencia contiene una, y solo una, grifica Iy, ,,-candnica.

La Proposicién 15 es consecuencia de los siguientes dos lemas.

Lema 16 Dos grdficas Iy ,,,-candnicas no son equivalentes.

17 1))

Sea Cj,, el nimero de clases de equivalencia en Ay, que induce
Denotemos por I'y,,; con | = 1,2, ..., Cy, las distintas ghraficas I'y, ,,,-candnicas.

Lema 17 Si G € Ay, entonces G € [Tymy], para algin 1 <1 < Cj .

Ejemplo 18 Sea una G € As5, G = ({1,2,3,5,7},{(3,1),(1,7),(7,5),(5,5), (5,2),(2,7), (
7.1),(1,3)}), esta grifica es equivalente a grifica I's 5-candnica ({1, ...,5},{(1,2),(2,3),(3,4),
(4,4), (4,5), (5,3), (3,2), (2, 1)}), ver Figura 1.10.
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Figura 1.12: Arbol.

Dado que |A;] = N* < oo y que Ay, C Ay se sigue que |Ag,,| < oo, por lo tanto,
de acuerdo con la Proposicién 15, podemos tomar a cada gréfica canénica como elemento
representante. De esta manera obtenemos la siguiente particién de Ay,

Ck,m

Ak,m - U [Fk,m,l]a

=1

donde I'y 1,1, 1 <1 < Cjm, €s una enumeracién de las gréficas I'y ,,-candénicas.
Lema 19 El nimero de elementos de cada clase de equivalencia de Ay, es
[Crmall = P = NI/ (N —m)!
Proposicién 20 El nimero de elementos de Ay, es
|Agm| = Crm PY.
Observemos que N* = [Ax| =S¢ _ PNCy ..

Lema 21 Sea G (i) € Ay conk parym =% 44,2 <t <X entonces G (i) tiene al menos
2t aristas simples.

Lema 22 Sea G () € Ay con k impar y m = [g] +t,2<t< [g] + 1, entonces G (1)

tiene al menos 2t — 1 aristas simples.

Definicién 23 Un arbol es una grdfica conexa sin ciclos.

Lema 24 Si G = (V, E) es una grdfica conexa no dirigida entonces |V| = |E| 4+ 1 si, y sdlo
si, G es drbol.
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TP

(1,1,1,-1,-1-1) (1,1,-1,-1,1,-1) (1,-1,1,1,-1,-1) (1,1,-1,1,-1,-1) (1,-1,1,-1,1,-1)

Figura 1.13: Arboles con tres aristas orientados con rafz.

Un drbol con raiz es un drbol al que se le ha especificado un vértice al que llamaremos
raiz. Un drbol orientado con raiz es un érbol con raiz inmerso en un plano, cuyo contorno se
recorre sobre el plano siempre en un mismo sentido previamente convenido, de la siguiente
manera: el recorrido inicia y termina en la rafz, al término del recorrido se recorre la misma
cantidad de aristas de ida que de vuelta y en cada paso del recorrido no se tienen mas aristas
recorridas de vuelta que de ida. El propdsito es contar el niimero de arboles orientados con
raiz.

A cada drbol orientado con raiz de k aristas lo identificamos con la 2k-tupla (£, ..., &o)
construida de la siguiente manera, si en el i-ésimo paso del recorrido la arista en turno es
recorrida por primera vez entonces &, = 1 y si ya se habfa pasado por ella entonces &; = —1.

Esto nos da una biyeccion entre los drboles orientados con raiz de k aristas y el subcon-
junto Ty, de {—1,1}%* que consta de los elementos (£, ..., &, tales que

§ = =£1
€1+§2++€2k - O
§i+&+..+E& = 0, j=1,2,..2k (1.7)

La segunda condicién garantiza que el recorrido inicia y termina en la rafz, y que al
término del recorrido el mimero de aristas que se recorren de ida sea igual a los que se
recorren de vuelta, la tercera condicién indica que en cualquier parte del recorrido nunca se
recorren mds aristas de regreso.

En la Figura 1.13 se muestran los cinco drboles orientados con raiz con tres aristas, a los
cuales les corresponden (1,1,1,-1,—-1,-1), (1,1,-1,-1,1,-1), (1,—-1,1,1,—-1,-1), (1,1,
-1,1,-1,-1), (1,-1,1,—1,1, —1), respectivamente.

La sucesién de £, ..., £, nos servird para encontrar una biyeccién entre los drboles dirigi-
dos con raiz y los drboles binarios, los cuales los contaremos de manera similar.

Un drbol binario es un arbol en el que todo vértice tiene grado uno, dos o tres. A un
vértice con grado dos se le llama padre inicial, a un vértice con grado tres se le llama padre;
y se le llama hijo a un vértice con grado uno. Cada padre tiene dos hijos llamados hijo de
la derecha e hijo de la izquierda.

De manera similar que en el caso de los arboles con raiz, podemos contar los arboles
binarios con k padres, identificindolos también con 2k-tuplas. Para esto, recorreremos el
arbol binario iniciando por la arista que une al padre inicial (vértice con dos arboles) con
su hijo de la derecha. A cada drbol binario le asociamos la 2k-tupla (], ...,&5,), la cual
construimos de la siguiente manera: partiendo del padre inicial recorremos en sentido horario,
si la arista por la que pasamos conecta al hijo de la derecha hacemos £, = 1 y si conecta con
el hijo de la izquierda & = —1, no se contabilizan los hijos por los que ya se hayan pasado.
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ST L e s T

C1.—1 .1 .- .1 .-1> C1.—1.1.,1.,—1T.—-71> 1.1 .- .-, .—-71> 1.7 .- . .—1T.—71> CrT.A.7 .- .- .~

Figura 1.14: Arboles binarios con 3 padres.

Considerando los cinco arboles binarios con tres padres a los que les asociamos (1, —1,
1,-1,1,-1), (1,-1,1,1,-1,-1), (1,1,-1,-1,1,-1), (1,1,1,—-1,-1,—-1), (1,1,—-1,1,—1,
—-1).

Claramente esta sucesion &, ..., £, es una permutacién vélida de la sucesion &, ..., &, ¥
cumple (1.7), por lo que se tiene una biyeccién entre &1, ..., &y v &1, -, Eoi- Esto nos da una
biyeccién entre los drboles orientados con raiz y los drboles binarios.

Proposicion 25 Hay C}, drboles binarios con k padres.

Proposiciéon 26 El nidmero de drboles orientados con raiz que se pueden formar con k

aristas es igual al k—ésimo nimero de Catalan.

1.3.2 Procedimiento de truncamiento

Este procedimiento consiste en truncar variables aleatorias para trabajar con variables aleato-
rias que tengan momentos finitos.
Sea M, x el k-ésimo momento de orden k de FP¥ dada en (1.2), entonces

’ N

k
tI‘( L14]\[ )
MkN . / kFBN dl‘ NZ)\kJ: Bk>_ <\/N )

N
1 >
= oy Ajogas vovy Qg 44+
k 21729 12139 ) 1k1
N+5

11,82, yip=1

Vamos a truncar las variables a;; en v/ N, para obtener las nuevas variables a;;, con

= _ [ ay, st oyl < VN,
K O, si |aij| Z \/N,

y definamos

My = / PAFPY (dr) = —- Z Z (1.8)

111 ip=1
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Tenemos que la esperanza de Mk, ~ se puede escribir como
(1.9)

N

1 B B _ 1 .
§ E (ailiga Qigigs ++vs a’ikil) = W E Q (G (’L)) )
N2 G(4)

E’(MkN) = NE L
11 1=

,,,,,

donde Q (G (Z)) =F (C_Liliz, C_LZ'21'3, ceey dikil)
En el desarrollo de la demostracién usaremos los siguientes Lemas.

Lema 27 Sea H una funcion de distribucion, si [ |z’ H (dz) < oo, y p > 1 entonces, se

tienen los siguientes resultados
/ x"H (dx) < oo, Vr > p+ 1.
lzl<vn

(a)
lim n®~"/2

(b)

lim |z|” H (dx) = 0.

0 ez vn

(c)
lim (n(pl)/2/ xH (dx)) = 0.
e |z[>/n

Lema 28 Sea H una funcion de distribucion, si [°_ |z’ H (dz) < oo, p > 1,y [«H (dz) =

0 entonces, se cumple el siguiente limite
lim (n(pl)/z/ xH (dm)) = 0.
[z]<yv/n

Lema 29 Sea H una funcion de distribucion. Si [ |z H (dz) < 00, p > 0,7 >0y

€ >0 tal que p+ e < r, entonces el siguiente limite es cierto

lim N*7 / 2" H (dx) = 0.
lz|<vN

N—00

1.3.3 Operaciones con aristas de una gréafica

Consideremos una grafica G' () € Ay, Denotemos por m;;, el nimero de aristas con mul-
tiplicidad j en G (¢), 1 < j < k—m+ 1y por n;; el nimero de lazos de multiplicidad j,

1 <j<k—m.m4 y ni cumplen que

k—m+1
Z J(mj+ni) =k, my; >m—1, n; >0.

=1
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Los valores de @) (G (%)) se determinan sélo con los valores de m;; y n;; de la siguiente manera

k—m+1

QG @) = ]I (Baj)™ (Baf,)™. (1.10)

Tomando en cuenta que EEL{Q <ooparal < j <p, Fap P 0,y Ed{l < ooparal <j <g,
—00

motivados por los lemas 27 (a) y 28 escribiremos la siguiente descomposicién de @ (G (%))

QG (1) = (N‘p;N Ea12>mi1 (ﬁ (Ea{2)mif> (ﬁ (Ea{l)"z‘j> X

j=2 j=1

k—m—+1 . k—m y

< T ( Ea12> 11 (N‘q_N Ea11> v
j=p+1 J=q+1

kE—m+41 mi1

= Nl%pm“Jr% it (G=p)maj+y Za —1 =0y (Np%lE(MQ) X

k—m+41 _ N\ mij k—m nij P ] m q ) n-
X H (NLEZEale) H (N EaH) H Eal,) ”H Eaj,) "
J=p+1 J=q+1 Jj=2 J=1
NN, v (G (3)), (1.11)
donde
1 1k—m+1
VGE@) =50=pmatg >, G=p)my+y Z Ony  (112)
J=p+1 J =q+1
y
magn C CIOTIRS ()
Thin (G(3) = (N Ea12> IT (v Ea12> I1 (N Ea11>
Jj=p+1 Jj=q+1

X
==
»—\u
w
3
Q
-
I
&
=
—
SN—
3
Q
-
el

]:2 7=1
Supongamos que
Tog: = lim sup{|Ten (2)]} < 00.
N—oo G(3)

Entonces _
Q (G (3)) < NCOT, . (1.13)

?
G

Asi

- 1
B (Mex) = 575 2_Q(G(0)
G(4)

Observemos que si encontramos cotas para los valores d
a simplificar la expresion
G(i
S Vil

G(4)

(7)), esto nos puede ayudar



CAPITULO 1. PRELIMINARES 21

lo que serd de utilidad en la demostracién del Teorema de Wigner.

La funcién « [G (¢)] dada en (1.12) se puede calcular para cualquier gréfica con k aristas.
Sea Y (k) = (V,E (k)),V # @, |V| < co una gréfica con k aristas.

Sea F (k) = {e1, €9, ...,ex}

Sie; € E (k) definimos la resta de una arista a la grafica Y (k) , como Y (k) —e; = (V,{e1, €2,
<5 €51, €541, -4y ek})

Si e = (u,v) definimos la suma de una arista a la grafica Y (k) , comoTY (k) +e = (V U{u,v},
{e1,€e9,....ex, (u,v)}). Si e ¢ E (k) diremos que se crea una arista.

La definicién de 7 |G (¢)] dada en (1.12) se puede extender a graficas arbitrarias con k aristas.
Sean m; > 0y n; > 0 el nimero de aristas y lazos de la grafica G (1), respectivamente, con
multiplicidad j.

k
Se cumple que Y j(m; +n;) = k.

j=1
Sea p > 2,q > 1. Definamos la funcién

(1—p)my+= Z p)m; + 5 Z]—q

J =p+1 ] =q+1

l\3|)—‘

v[Y (k)] =

Estudiaremos el efecto en v [T (k)] de la resta y la suma de aristas a la grafica T (k).

Observemos que los valores de my, ..., m, y de ny, ..., n, no se utilizan en v [Y (k)] . Entonces
al restar o sumar aristas a una grafica T (k) hay que tener presente esta informacion.

Al restar una arista de Y (k) , digamos una de las de multiplicidad m;, para algin ¢, 1 <
t < k, observemos que m; se reduce en una unidad y que m;_; se incrementa en una unidad,
ie.,
my — my—1

me—1 — My +1,
al restar un lazo de Y (k) el resultado es similar.
ng —— Ny — 1
ngy — N1+ 1.

Mis adelante se hard un procedimiento doble que consistird primero en restar arista y
después agregar arista, lo que se puede interpretar como un reacomodo de arista en una
grafica.

Sea e € F (k) y denotemos por m, a la multiplicidad de e. Entonces

Y- 3 (1-p) me=1,
Gt - =4 TR =
[T (k)] -4 me > p+1,

Sea (u,v), u # v, una arista que sumaremos a Y (k), esta puede colocarse sobre una
arista, e, con multiplicidad 1,2, ..., k. Si (u,v) ¢ F (k) se crea una arista y convendremos en
decir que se colocard sobre una arista, e, con multiplicidad cero.
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Me 1 2 3,.,p| =2p+1
0 0 |l1-pl5-5|-5
1 p—110 b_1|L-1
2,.,p—1]2—-2112-210 -3
P 5 |1-%5]5 |0
>p+1 g 1-2| -1 0

Tabla 1.1: Valores de v [Y (k) — e + (u,v)] — v (Y (k)), u # v.

Me 1 2 3,.,p| =>p+1

11 1
O,...,q—l g_§ 5 —g 0 -3
>4 5 |1-%1]5 0

Tabla 1.2: Valores de v[Y (k) — e+ (u,u)] — v (Y (k)).

Entonces
VX () +5(01-p) me =0
P+l =3 Tl T P
v [T R)] + 3 me > p

Si la arista que se sumara es un lazo de la forma (u,u) y lo colocamos en uno de multi-
plicidad m,, i.e.,

Si hacemos la operacién de restar arista y después sumar arista obtenemos un reacomodo
de arista en la grafica T (k). Si el reacomodo es de una arista a otra arista, los valores de
v[Y (k) — e+ (u,v)], u# v se pueden ver en la Tabla 1.1

Si el reacomodo es de una arista a un lazo, los valores de v [T (k) — e + (u, u)] se muestran
en la Tabla 1.2. Si el reacomodo es de un lazo a otro lazo, los valores de v [T (k) — (u, u) + (v, v)]
estdn en la Tabla 1.3.

Si el reacomodo es de un lazo a una arista, los valores v [T (k) — (u,u) + €] estdn en la
Tabla 1.4.

1.3.4 Cotas superiores para -y

Introduciremos el concepto de peores graficas con el fin de simplificar la obtencién de cotas
para los valores de v (G (7)) .

Para k > 1y 1 <m <k, consideremos gréficas G (¢) € Ay .
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Me laq |g+1|>q+1
1 1

0 55|35 |~%

1<m.<q—1]0 3 |—3

q % 0 0

>q+1 3 0 0

Tabla 1.3: Valores de v [Y (k) — (u,u) + (v,v)] — v (Y (k)).

Me lagq g+1 | <qg+1
1

0 NEENE

1 —5+8|1+8|-1+8

2<m.,<p—1]0 _71 —%

>p 2 0 |0

Tabla 1.4: Valores de v [T (k) — (u,u) + €] — v (T (k)).

Llamaremos peor grdfica a una grafica G' tal que ~ (é) > v (G (1)), VG (1) € Agm.

Sim = 1, Ay, tiene N elementos, las gréficas de Ay ; son de la forma G = ({3}, E),
i = (i1, 1) con Q (G () = By, aqui 7 (3) =  (k— ). k > g

Para k pary 2 < m < g, la peor grafica para estos valores de m y k es G 7, una gréfica
con una arista de multiplicidad k& — 2m + 4 y m — 2 aristas de multiplicidad 2.

Lema 30 Si G (t) € Ay, con2 <m < g, entonces

k
A1 == —mt+2-L (1.14)

1(G (D) - .

IN

Para k impar y 2 < m < [g} + 1, la peor gréfica para estos valores de m y k es G, 7, una
grafica con una arista de multiplicidad £ — 2m + 4 y m — 2 aristas de multiplicidad 2.

Lema 31 Si G (t) € Ay, con k impar y2 < m < [g} + 1, entonces

. . k P
(G (0) =5 -—m+2-3. (1.15)

Figura 1.15: Peor grafica G; con m =4y k = 10.
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Figura 1.16: Gréfica Gy conm =6 y k=S8.

Figura 1.17: Grafica GW 4conm=06yk=10.

Para m = g +t2<t< % y k par, la peor gréfica para estos valores de m y k es éln,
la grafica con 2t aristas simples y m — 2t = % — t aristas dobles.

Lema 32 Si G (i) € Mgy, conk par ym =%+t t>2 se cumple que
Y(G(2) <A = (1 —p)t. (1.16)

Lema 33 Si G (t) € Ay con k impar y m = [%} +t, t>2 se cumple que

(1-p)©2t—1). (1.17)

N —

(G (3) <Ay =

Seam =1+ g y ‘E‘ > g la peor grafica para estos valores es Gy, la gréfica con 3 aristas

simples, una arista triple y % — 3 aristas dobles.

Lema 34 Si G (2) € Agm, con k par ym =1+ g, |E| > % se cumple que

3(1-p)
—

IN

7 (G (7)) (1.18)

Yy =



Capitulo 2

El Teorema de Wigner

Sea Ay una matriz de Wigner real N x N con componentes a,; definidas en un espacio de
probabilidad (€2, F, P) donde €2 es el espacio muestral y P es la medida de probabilidad
definida sobre la o-dlgebra de eventos F.

Los supuestos sobre las componentes de la matriz aleatoria Ay son los siguientes:

Sean G y H funciones de distribucién reales.

1. alleyE\a11\4+T<oo,O<T<1.
2. aja~ H, Fa;o =0, Ea%2:1yE|a12|6+E<oo,0<€<1.
3. Clzj:aszllgl<j§N
4. aij:a12811§2<j§N.
D . .
5. CLZ‘Z‘:CLHSIISZSN.
6. a;; son v.a.t.i.d. sil <i<j <N,

Consideremos la matriz
B N = \/_INA N-

Teorema 35 (Teorema de Wigner) Sean G y H funciones de distribucion. Si a;; ~
G, Ea}, < oo, Baj; =0, Fa?, = 1 y Faf, < oo, entonces la FDEE, FP~N dada en (1.2),
cumple que

FP¥(z) = F(),

N—oo
Si ademds , E |ay | < 00,0 <7 <1y Eayp|*™ < 00,0 < e < 1, entonces
Fo(z) == F(),

N—oo

donde F(z) es la funcion de distribucion del semicirculo dada en (1.1).

25
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2.1 Demostracion del Teorema de Wigner

Primero aplicaremos el Lema 1 a la FDEE F By de las matrices aleatorias truncadas. Para
esto probaremos que My y dado en (1.9), cumple

Ck, sik es par,
J\ngo E(Me) = { 0,2Si k es impar, (2.1)
y que
Z Var (Mka) < 0Q. (22)

N=1
con (2.1) y (2.2) se condicién (ii) del Lema 1 casi seguramente y debido a que se cumplen
(i) y (i), con H (x) = F (x), de Lema 1 concluimos que

FBY (z) &% F(x), Yz € R.

N—o00

Por 1ltimo, para el caso de las matrices aleatorias originales, en la Seccién (2.1.3) se
demuestra que Y x_, P HMkN — E(MkN)‘ > 8] < 00, lo que prueba que

lim My n = hm MkN C.S.

N—o0
es decir,
c.s. Cx, sl k es par,
Mk N — 2. .
N—oo | 0, si k es impar.

En consecuencia tenemos la condicién (ii) del Lema 1 casi seguramente, por lo tanto se
obtiene que

FBY (z) 2% F(x), Vo € R,

N—o00

lo cual es el objetivo de esta tesis.

2.1.1 Convergencia en esperanza de Mk, N

Descomponemos E(Mj, x) dada en la ecuacién (1.9) de la siguiente manera

Mk:N Zsmk:Na

donde 1
Smin=——7 Y. Q(G(i),
N2 G(1)
|V (G(3)|=m

y Q (G (7)) estd dada por (1.10) y (1.11).
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Observemos lo siguiente

1 .
Smanl < —5 D 1QG@)

de (1.13) obtenemos que

1 .
|Smen| < NiTE Z T N Ve

Tkij%,m
- Nl—}—% Z 1
GG
|V (G(3)|=m
T mN’yk,m
= hm C mPN.
N1+5 e

donde 4, ,,, representa la cota superior de las v (G (%)), con G (%) € Ay, Los términos que
no dependen de N de esta relacién son C,, ¥ Tm. A continuacién analizaremos el limite

. . N’AYk',mPN
lim |Spen| < CromTkm lim ——™
Nooo ! 0% I N

—00 N1+% ’

en virtud de que de que el limy_, ]J\D,—’in = 1 tenemos que

N’A}'k,mNm

Ni+%

lim |Sm,k,N| S Ck,mTk,m lim
N—o00 N—o0 )

= Ck,mTk,m ]\}lm Ner’Ayk’mili% . (23)

Calcularemos los limites de S, ;v cuando N tiende a infinito tomando en cuenta la
paridad de k y distintos casos para m.
Caso 1: k impar.

Subcaso 1.1 m = 1.

Sim=1yk<gq

. Y v B ’CL11|]c
lim |Sm7k7N| < k E E |ai1i1| = % 0.
N—o00 Nl"rg 4 N§
11=1
Sim =1y k > g, entonces sélo se tiene una gréfica I'y ;-canénica en Ay y v, | = %, de

aqui que
. . k—q_q_k . _1
Jim (S x| < Tpy lim NYEES =Ty lim N727 =0, ¢> 0,
— —

ya que Ty, = Fa}; < oc.



CAPITULO 2. EL TEOREMA DE WIGNER 28

Subcaso 1.2 2 <m < [%} +1
Tenemos por el Lema 31 que cualquier gréfica G () € Ay, con estos valores de m y k,

%’m:%[:g—m—I—Q—g,porloque

. . E_ _p_q1_k . _1
A}lm |Smien| < CrmTem ]\}1moo]\7m+2 251y = O Thm ]\}lm N3P =0, p>2
—00 —

Subcaso 1.3 [%} +2<m<k, ,
Para m = [g] +tcon2 <t< [g} + 1 tenemos por el Lema 33 que 7, = Y,y =
1 (1—p) (2t — 1) para toda grafica G (%) con estos valores de m y k por lo que

. . k 1 —1)—1-—F . 1 pf—
lIm [Spen] < CemTrm lim N[5 = ComThm lim N2PFH2i-pi=2
N—oo ) vy ’ ’ N—oo } } N—oo

= CrmThm lim N3 (P-4)+t(2-p)

= 0,t>2,p>4.

Caso 2: k par
Subcaso 2.1 m = 1. Similar al subcaso 1.1.
Subcaso 2.2 2<m < %

El Lema 30 nos dice que 4, = 9; = 5 —m + 2 — & por lo que

e

. . k_ _p_q_k . _1
]\}T;o |Sm,k,N| < Ck,mTk,m ]\}lmoo NmHz—mi2ma—los = Ck,mTk,m ]\}LH})O N2 = 0, D> 2

Subcaso 2.3 % +2<m<Ek,
Para m = % +t,con2 <t < %,tenemos por el Lema 32 que 9 ,,, = 9777 = (1 —p)t, de
donde tenemos que
Jim [Spn] < CrnTin lim N7™n™175 = T lim N2
= CimTim lim NCPU=0,8p > 2.
Subcaso 2.4

m=1+ %
En este ltimo caso

SHM:N = % Q(G(Z))
2 N1+2 ~ o
|V(GG)|=1+%
: Q (G (i) + — Q (G (i)
= 1
1+ 1+%
N2 e NTE e
[VG@)[=1+5 [V(G(@)]=1+5
|BE(G@)|=% |B(G@)]>5
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En la primera sumatoria se cuentan las graficas con k aristas cuyo esqueleto tiene
estos son los drboles los cuales sabemos estdn dados por C'x, de esto tenemos que
2

§1+E kN T
vy 142
’ N2 E0)
|V(~G(i)) =1+&
|EG@)|~4
1 o\ E 1 N ok
- N1+E Z (Ea12)2 = Nl §C§P1+§ (EOLH)2
G(3)
|V (G@)|=1+%
|B(GG))|=%
k
del hecho de que(Ea?,)? = 1y de que el Jim Plj\frﬁ/NH% = 1, se sigue que
- 2
3(1=p)

N—oo
2

E (G (i))) > —g pOI‘ e]. Lema 34 Se liene que Ayk.7m — AVV —
k,1+% k,1+% 1—|——’2c

Ahora, si
° - = Q (G (i) <
1+%,k,N’ TNk Gz(; 7)) < T
[V(G@))|=1+45
|B@)|=4
1 B0-p) Lk
< WT’M+% k71+%N 7 N1tz
3(1—p)
= TG Nr o 0p> L
Asi
RS 51+g,k,N’ =0, p>1.
im 5y k= Chy.

En consecuencia
N—oo

En resumen hemos probado que para £ € N, 1 < m < k se cumple
Co k
lim S,y = Cg, sim=1+ 3,k par,
—oo 0, otro caso.
Por lo tanto la esperanza de E (Mk N) = 0 _1 Smpn se simplifica en
C’g , si k par,
0, otro caso.

lim F (Mk,N) =

N—oo
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2.1.2 Convergencia casi segura de M, y
En esta seccion probaremos que
o0
Z Var (Mka) < 00,
N=1

Para esto observemos que

Var (Mk,N) = Nk+2 Var (Z aim...aikil)

G(5)

G(4)

2
1
- Nk+2E Zailiz“'aikil - [ZE Qi -+ iy ])
G(4)

1

2
= ik ZailiQ...aikil—ZQ(G(i)))
G(3) G(3)

desarrollando el binomio al cuadrado, llegamos a que

. 1 _ _ _
Var (Mg n) = izl Z Z Qiig -+ Qigiy Qg o -+ Wy
G(2) G(3)

)

G(7) G(J) G(2) G(9)

dado quez(:)am2 Qi iy E)Q( j) = Z(:) Z(D)Q(G(i))Q(G(j)) y haciendo Q (G (3,5)) =
3 GG G() GG
Qiyig---igiy Ay jy -G,y SE SIGUE quE

Var (M) = NL{ S QG -2 QG ) Y QE(H))
G(3),G(J) G(3) G(J)
+ Z Q(G(3))
G(?),G(J
- Z Q(G (5,3) - QG (D) QG ().
G(3),G(3)

Descompondremos Var (M k, N) como sigue

Var MkN ZsmzkzN
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donde
Swany = s Y [QG).GU) - QG QG H)) (2:5)
G(4.4)
|V (G(ir)|=m

V(G (4)) = ma, V(G(3),G(§)) = m donde my +my = m

Lema 36 Si V (G (3)) = my,
(7)) = 9, es decir G (1) y G(3) no tienen vértices comunes.

entonces V (G (3)) NV (

Lema 37 Si G (¢) y G(j) no tienen aristas en comin entonces

Q(G(3,7)) = Q(G(4)Q(G (7))

En virtud del Lema 37 podemos expresar a S, ox, v COMO

Sparx = oo Y Z QG(H),6G) - QG E)QEE). (26

mi,mo=1
m1+m275m

|?<G<i)>|:m1
[V(G(3)|=m2
|V (G6,4)) |=m
Separemos Sy, ox, N COMO sigue

o "
Sm2k,N = Spok,N + Smok N

donde .
7,n,2k,N = W Z Q (G (Z) NE (.7))
)
V(G (i) |=m
y
(ML I o 3 QE@meRE6), (27)
mi,ma=1
|‘7 G('l, |—m1
|‘~/ G(J |—m2
|V (G(6,4)) |=m

Probaremos que S}, o, y = O (N7?) m =1,...,2k, y S}l oy = O(N7?), 1 <m < 2k, m #
k+2.
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Podemos calcular cotas para Sy, o y de la siguiente manera

Shonl < Y QG (5))]

Nk+2
 Gli)
|V (G(is3))|=m

de 1.13 tenemos que |Q (G (%,7))| < Topm N2k

1 i
‘S;nzk,N‘ < ez Z Toge N 128

G(i,5)
[V(G(.)) |=m
T2k7mN’A72k',m
< = 2 !
_ G(g)
|V (G6,4)) |=m
de la Proposicién 20 obtenemos que
oy mN’AY% i Tokm o m
|S7In72k7N} S Z’JVTCQIC mPN ]\?k+2 C2k,mN72k’m+ (28)
Analicemos ahora esta sumatoria por casos.
Si m = 1, tenemos que
s = i 3 E k) = ) = st
1,2k,N Nk+2 11711 Nk+2 Nk+2 11
1 2hg ~2k 1 -2
= WNQ [ 2ECL11:|ZWT1:O(N ), q22

Para 2 <m < %
Tomamos la peor gréfica G con m vértices y 2k aristas del Lema 30, tenemos que para
estos valores de my k Jop,, = V7 = w asi de (2.8) tenemos que

T m Y 4m T: m m—3 m _1
N ]\?:;20%,va’+ - j\?:+202kme P2 = T Cop N3P
= O(N?), p=>4

Param=k+t,t> 2. A
Tomando ahora la peor grifica G;; dada en el Lema 32 con m vértices y 2k aristas
tenemos que Yoy ., = §77 = (1 — p) ¢, asf de 2.8 obtenemos que

To, T:
/ m Arr+m _ Z2km (1—p)t+k+t
|Sm72k,N| < Nk+2 iz Cokam N Nk+2 Cakm

- TQk,mCQk,mN_2+t(2_p) =0 (N_Q) y D 2 2.
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. . ! _ _2
De todos lo casos anteriores podemos concluir que Sy, o, y = O (N7%).
"
Para el caso de S, 5, x veamos que

Stan] < o5 Y Y QEGEHQGH)

myma=l ( )
V(G |=m
[V(G())|=m
|V(G(i.4))|=m
1 m
S Nk+2 Z Z Tk,ml N’Yk mq Tkj N’}’k ma
mi,me=1l G(i,j)
[V(GG)) |=m
[V(G(5))|=ma
|7(G(i.6))|=m
1 i ) )
= NFE+2 Z Ck7m1Tkvm1 Prjr\[1 CkmeTk,mg PWJYZN’yk*"’LlJr’kamz
mi,ma=1
Por lo tanto i i
|87,7/z,2k:,N} < % Z Nm1+m2+ﬁ/k,m,1+ﬁ/k,7n2. (29)
mi,ma=1

donde T = max {Ch,.n, Chmy Doy Thomsy © 1 < my,ma < m}.
Similarmente al caso de S, ; y analizaremos S} ,; y por casos para m:
Para m =1, 7, = 1(k—Q)

|S,'7’l’2k,N| < NZ+2N2+(k—q) TN 1=0 (N—Q) Lqg>2.

Para k par y los distintos valores posibles de m; y ms, tenemos que los valores de
N™Fm2 T m, Hkmy =278 g6 muestran en las siguientes tablas:

2<t,t, < &
mo
| I [2<smpsglptl  [oih |
1 N—4 Ni—zra) [ N—3 Nt(p=2)+1-3 (2.10)
my | 2<m <k N1-3+a) N-(-2) N1-% N-5-t2(0-2)
E+1 N—32 NI-% NO N-G-2-2
L N-a0-211-3 | N- 5002 | N-0-2-2 | N-G-D(+)
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Para k impar:

34

2<tit, <[5 +1
mo
| [ ! [2<my < [5[+1[[5[+t |
1 N4 Ni-30+) N t2(0=2)+35(—a)—2
M 2sm <[] +1 [ Nier NEP N (32
K]+ N-t@e-2+1p-0-2 | y-1-t2(5-2) N~ (tr+t2) (p—2)—p—4

Sip=4yq=2los valores de las dos tablas anteriores quedan de la siguiente manera:
k par

2< l1,ts < g
ma
| E [2<m <ETE+1]E+1
1 N2 | N°* N T | N 2
my 2<my < g N2 N2 NI N 228
s+1 NT [N NO [N
% + 1 N2 | N7272h N—4 | N—201+t2)
k impar
2<t,t, < [§] +1
mo
| [T To<m<[{[F 1[5 +h |
1 N2 N2 N 2021
P me < [E[+1]| N2 N2 N1
[g} + 1 N1 N1 N —2(t1+t2)

por el Lema 41 tenemos que
FBY (1) Ni> F(x), Vz e R.

Tomando p = 6 y ¢ = 4, tenemos que los valores de las dos tablas anteriores quedan de
la siguiente manera:

k par
mo
1 2§m2§§ m1:§+1 m2:§+t2
1 N—4 N—4 N—Z N—4t2—1
mp [2<my <% N1 N4 N N3k
m=5+1|N? N2 N° N
my = % 4 tl N—4t1—1 N—3—4t1 N—6 N—4(t1+t2)
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k impar
ma
1 2<my <[E[+1[[E[+2<mp <k
1 N74 N74 N74t271
Mo <m <[H+1 [N T [N N7
[%} +2<my < k| N1 NI N At +12)-10

Vemos que para todos estos valores de N™ 72t Vem FVem,=h=2 gn = — O (N72), ex-
cepto para el caso m = k 4 2. Para este caso tenemos

1 . . 1 . .
k2kN T NeE > QG (1) QG U 577z + Y 1RG(H)QG ()
ml,mkzzl mi=ma=%+1
oy |V(Gisi))| =k+2

< O N—2 T Nk+2
< O(NT) + 5 )
[V (G@)|=|V(GG)|=5+1
|V (G6,4)) |=k+2
= O(N?*)+TPF, év+1:O(N‘2)+O(N°):O(N°).

De todos los casos anteriores para p > 6, ¢ > 4 podemos concluir que

1/n,2k,N = O(N_Q) m=1,..2k
;7,1,2k,N = O(N72) Slm#k—l—2

Por lo tanto de lo anterior y del hecho de que el caso m; = my = g + 1 no ocurre en la suma
(2.6) podemos concluir que

Smokn = O (N72)

esto implica que ~
Var (Mk,N) =0 (N_2) s Vk € N.

Por lo que B
lim N?Var (MkN) = L, para algun L > 0

N—oo

Ademss se cumple que

Asi



CAPITULO 2. EL TEOREMA DE WIGNER 36

lo que implica que

> L 72
N=N, N=No
Y por tltimo obtenemos que
> Var (Myy) < oo, k€N,p>6,q>4. (2.11)

N=1

En resumen, tenemos de (2.4) que

lim F (Mk N) =

N—oo

{ C’g, si k par,

0, otro caso.

y por (2.11) aplicando el Lema de Borel-Cantelli concluimos que

cs. { Cg, si k par,

MkN —
N—oo | 0, otro caso.

Es decir, tenemos la condicién (ii) de Lema 1 que era la que faltaba para obtener que

FBY (z) &% F(z), Yz € R.

N—oo

2.1.3 Comparacién de M, y y My y

En el siguiente lema vamos a obtener una cota para la probabilidad P H Myny—FE (]\7[ kN ) ‘ > 5] ,
V k, N. Lo cual serd de utilidad para probar que

lim My = hm MkN c.S.,
N—oo

lo cual se concluye en la siguiente seccion.
Lema 38

P [|Myn — E(Myn)| > ] < é\/’ar (My ]+ P (ay # ay) .

i<
Deseamos probar que > n_; P HMkN — E(MkN)‘ > 5] < 00. Con este fin sea

= ZP (ai; # aij)

i<j

ZP am#a” +ZP az]#al_])

1<j
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En consecuencia

px = NP(an#an) + 2D p(ay £ a1 (2.12)
= NP <|CL11| Z \/N> + ]V(NT_I)P <|CL12| Z \/N) .

Lema 39 Sea H una funcion de distribucion. X ~ H. Si EX? < oo, para p > 1 se cumple

que

2

P (X2 VN) < L /|x>ﬁ|xp|H<dx).

Usando el Lema 39 en (2.12) tenemos que como Fa?, < oo (i.e., ¢ =2) y Eaj, < oo (i.e.
p = 4) se sigue que

N(N -1
pv = NP (janl > VE) + X p (o) > VA)
< N (i / :U2G(dm)) NG S “H (dz)
N Jio>vw 2 N? Jsvw
1 1

= x2de+—(1——>/ #*H (dz) — 0,
/lcclzx/ﬁ [0+ NJ Jiaizvw ) =

este ltimo paso se justifica por el Lema 27.
Y si Eaf{"| < ooy E|af3®| < oo para algtin 7 >0y e >0

1 44T N (N — 1) 1 6+¢
py < N (—/ |7 G (dr ) + / x|” H (dx
N N(4+7—)/2 |x\2\/ﬁ | | ( ) 2 N(6+5)/2 \x|2\/ﬁ | | ( )

1 4+T 1 1 6+¢
< WE lan]| + NI (1 — N) E'aqs|
1 T _
< WTO < 0o, con T, = max (E |CL11|4+ B |a12|6+€) , a=min(g, T)
Lo que implica que
> py < oo (2.13)
N=N;

2.1.4 Convergencia de la FDEE original

En virtud de que

1. . 1 )
=E (M — E(My,x)]* = — Var (M, n)

y por (2.11) tenemos que Y 3_; Var (M, ) < oo, por lo tanto de (2.13) concluimos que

NP (| My — EQL )| > €] < .
N=1
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Por lo tanto, por el Lema de Borel-Cantelli se sigue que

P (ﬁ G | My — E(Mj,n)| >5> =0

n=1N=n

Lo que implica

My n — E(Myn) = 0,

y por la secciéon anterior

se sigue que B
My = Cyx = My — Cy + Cy — E(Myn) — 0.

N—oo

En consecuencia obtenemos que

5. Ch, sik es par,
My n — R :
N—oo | 0, si k es impar.

Por lo tanto se tiene la condicién (ii) del Lema 1 casi seguramente, lo que nos lleva a concluir
que
FBY (z) 2% F(x), Vo € R,

N—oo

y la demostracién del Teorema de Wigner queda completa. |



Capitulo 3

Estudio de simulacion

En esta seccién se realiza un estudio de simulacién con el fin de ilustrar el Teorema de
Wigner. El estudio de simulacién consiste en generar matrices aleatorias que cumplen las
hipétesis del Teorema de Wigner, i.e., se generan matrices Ay = (a;;) , de dimensién N x N,
N > 1 donde para funciones de distribucién G y H, los elementos de A cumplen lo siguiente:

1. aHNGyE|a11|4+T<oo,O<T<1.

2. a1y~ H, Eays =0, Ea2, =1y E|ap|*™ <00, 0 <e < 1.
3. a;j=a;s11<1<j<N.

4 a;2apsilt<i<j<N.

D . .
5. aii:allsllgng.

6. a; vaiid sil<i<j<N.

Con las matrices Ay se elaboran histogramas de los eigenvalores de las matrices aleatorias
generadas y se comparan con la funcién de densidad del semicirculo.

Se estudian tres casos para las matrices aleatorias.

El caso I ilustra la validez del Teorema de Wigner cuando se cumplen sus hipétesis. En
el Ejemplo 1 las componentes de las matrices aleatorias son v.a.i.i.d. N (0,1) por lo que
cada componente de la matriz aleatoria tiene momentos de todos los 6rdenes. El Ejemplo 2
considera matrices aleatorias donde los elementos de la diagonal tienen momentos de orden
4+ 7,0 <7 <1y fuera de la diagonal tienen momentos de orden 6 +¢,0 < ¢ < 1. El
Ejemplo 3 considera matrices aleatorias donde los elementos de la diagonal tienen momentos
de orden 447, 0 < 7 < 1y fuera de la diagonal tienen momentos de todos los érdenes. En los
tres ejemplos anteriores se observé que los histogramas se van aproximando a la distribucion
semicirculo conforme N va creciendo de 100 a 5000.

El caso II considera situaciones donde fallan las condiciones 1 y 2 con N = 100, 500
y 1000. En estas situaciones no se realizé la simulacién para N = 5000 debido a que las

39
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rutinas de descomposicién en valores singulares y de cédlculo de eigenvalores presentaron
problemas numeéricos. Cabe mencionar que en el caso donde se cumplen las hipétesis del
Teorema de Wigner sf se pudo trabajar con N = 5000 posiblemente debido a que en este
caso los eigenvalores estdan todos alrededor de cero varfan de -2 a 2. Los ejemplos 4, 5 y
6 son de matrices aleatorias que no cumplen los supuestos sobre los momentos o sobre la
centralidad. El Ejemplo 4 considera matrices aleatorias donde los todas las componentes son
normales, por lo que tienen momentos de todos los 6rdenes. Sin embargo fuera de la diagonal
no cumple que Fa;; = 0. El Ejemplo 5 contiene el caso en el que todas las componentes
de las matrices aleatorias son v.a.i.i.d. Cauchy (0,1) por lo que ninguna tiene momento de
orden finito. El Ejemplo 6 considera matrices aleatorias donde las componentes de la matriz
tiene componentes fuera de la diagonal con distribucién N (0, 1). Sin embargo la diagonal no
cumple que F |aj;| < co. En los tres ejemplos mencionados inmediatos anteriores se observé

que los histogramas distan mucho de aproximarse a un semicirculo conforme N va creciendo
de 100 a 1000.

El caso III se generé una matriz ¥ = (0;;), donde 0y =1sii=1,... Ny o, =0;; =p
sil<i<j<N,O0< p< 1. Después se obtuvo la matriz 3'/? y por tltimo con la matriz de
Wigner A, con todas sus estradas N (0, 1) se construyé una matriz simétrica W = $1/24%1/2
la cual no cumple que sus componentes w;; sean independientes. Se consideraron valores de
p= %, % y %, con el fin de ilustrar dependencia débil, moderada y fuerte respectivamente. Se
observé en los histogramas de los ejemplos 7, 8 y 9 que conforme p aumenta la aproximacion
al histograma de la distribucién del semicirculo empeora.

Se utilizaron los siguientes c6digos en R para realizar las simulaciones:

Casos I y II:

N<-1000

A<-matrix(0,N,N)

for(i in 1:N)A[i,il<-rdistl(pardmetrosi)

for(i in 1:(N-1)) for (j in (i+1):N) A[i,jl<-A[j,i]l<-rdist2(pardmetros2).
lambdas<-eigen(A)$values

hist(lambdas/sqrt (N) ,probability=T,main="",xlab="Eigenvalores",
ylab="Frecuencias")

sc<-function(x){sqrt(4-x*x)/(2*pi)}

curve(sc(x), col = 2,from=-2,to=2, add = TRUE)

Caso I1I:

N<-1000

Sigma<-A<-matrix(0,N,N)

for(i in 1:N) Sigmali,il<-1

for(i in 1:(N-1)) for (j in (i+1):N) Sigmali,jl<-Sigmalj,il<-ro
svdSigma<-svd(Sigma)

H<-svdSigma$v

DD<-diag(sqrt (svdSigma$d))

sqrSigma<-HY%*DD%*t (H)
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for(i in 1:N) A[i,i] <-rnorm(1)

for(i in 1:(N-1)) for (j in (i+1):N) A[i,jl<-Al[j,il<-rnorm(1)
B<-sqrSigmal*%Al%*%sqrSigma

lambdas<-eigen(B) $values

hist(lambdas/sqrt (N) ,probability=T,main=" ro=ro, G “N(0,1), H “N(0,1),
N=1000",xlab="Eigenvalores",ylab="Frecuencias",nclass=20)
sc<-function(x){sqrt (4-x*x)/(2*pi)}

curve(sc(x), col = 2, 1ty = 2, 1lwd = 2, add = TRUE)

3.1 Ejemplos bajo los supuestos del Teorema de Wigner

Caso 1
Ejemplo 1: G distribucién N(0,1) y H distribucién N (0, 1).

o [ == -~ - - - e i
- Y . Q - -
=, u o -
id ~
Al /| &
& ! s HH 4 b
=1 —t—] s P 5
] \ o v ——
\ . A
o o
™o o~
\
g2 o U Al 2 = ¢ %
o ) o i
5 ' 5 '
g 2 3 g < L
8 o ) ) & o
e v v e G 1
o ] " o ] ]
=1 19 [} e} ! -
o ) ) o ) ]
1 | 1 1
e i I 0 i L
=] u [ e | I
=3 =3
a d a d
ok r T T T 1 ok r T T T 1
2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
Eigemvalores Eigemvalores
T _—___‘:
= —]
L -
pi et |
= .
o
—f =1 .
a > | @ - v
(=1 3 ™
- e o T AN
4 e 3
o 7 =
]
=1 4 B = 4 4y
4 A}
s L1 o
= 7 3 L ! \
E =) - 4
8 1 3 w ]
o \ 3 o |
2@ | y i
2 o !
i |
ii o !
o | X - !
v - | < T
i ] 1
0 |
2 ! 2 |
a | ! =
o
a [=]
=] s J
r T T T 1 =
T T T 1
-2 -1 1] 1 2
-2 -1 a 1 2
Eigenvalores
Eigervalores

N =1000. N = 5000.
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Ejemplo 2: G distribucién t-student con 5 grados de libertad y H distribucion ¢-student
con 7 grados de libertad.

wy w
“¥ [ -
=] o
2 ¥ T =l s ~.
(=] [=} - ~
' ~ z —— ~
w ’ A w L [ 1 \\
o~ o — —
=1 £ A o Ly
% o / v ° o
2 8 ] 1 g 8 |
el S
e @ g o
3 g
32 w i 8§ =
8 = o | [ 8 <
[rag =] L o
'
(=1 o
=] | o
1
wr 1 w
4 g
o o
o o
a J g
(=1 o
f T T T 1 T T T T 1
2 1 ] 1 2 2 -1 0 1 2
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“¥
=]
i N i § st =
(=] - ~ i
s — b ; ——
4 b I 1
" ¢ 11 ) & :} —
o 4 e 11
@
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g 2 i ow
[ (=1 = (=]
(=1
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=] = 4
wr
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= S
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f T T T 1 =
2 1 0 1 2 T T T T 1
1 [} 1 2
Eigemalores Eigarnalones

N = 1000. N = 5000.
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Ejemplo 3. G distribucién ¢-student con 5 grados de libertad y H distribucién N(0,1).

=3 = (=]
- . = 3 -7 b
=, - Y (=] —_—— -
~
LY /| &
o w ’ .
b
o , \ X 7 i
/ ) / N
! . A
=1 [=1
™o -
2 o i \ g a2 ’ v
2 b 2 4 \
\ /!
3 b A 3 L ’ J
&2 o ] L] & o +
[ ) \ w ) '
o ] [ o ] ]
== 1 | l [ .
o ) ) o ) ]
1 | 1 1
e i I 0 i L
=] u [ e | I
=3 =3
8 8
Al T T T 1 Al T T T 1
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
Eigemvalores Eigemvalores
= =1 T O e T
2 = L. a - b
= 1 e e —
" A< % [
g £ 4 "
- = 2
= + B ’ ‘
] -
=] 7] L g 7 v
5
o A
[~ —
E ' g [ b
g 5 !
= & b
\ 1
<4 1 2 ' !
=1 =1 1 =
| F 1
wy i " 1|
= | E- i
(=] a d 1
[
r T T T 1 =]
T T T T 1
2 -1 0 1 2 3 ) o \
Eigemvalores Eigarvalores

Obsérvese que en los ejemplos 1, 2 y 3 las matrices aleatorias simuladas cumplen las
hipétesis del Teorema de Wigner, lo que se confirma de histogramas ya que estos ajustan a
la distribucion del semicirculo cada vez mejor conforme la dimensién de la matriz aleatoria
N va creciendo de 100 a 5000.
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3.2 Ejemplos sin los supuestos del Teorema de Wigner
Caso 11

Ejemplo 4. G distribucién N(0,1) y H distribucién N(1,1).

2 .. 3 2 ]
o ‘._ o il =]
1 -]
& I 1 i a '
= n o b )
B ) w I
I 3] =l
o ) = ] =1 [
&4 a8 T It
- = ' o h
= - ]
3 =1 |
g w0 w !
2 = ] b= w b
H 1 E ’
i i 1 = !
[=] [=] i |
= o o
a P 2
=
8 8 P
= i
8 — 2 a2 g
= = ¢
- 0 2 4 8 10 o 10 1 20 5 o 10 1B W 2% 30
Eigemvalores Eigemvaloes Eigemmlores.

N =100. N = 500. N =1000.

Ejemplo 5. G y H distribuciones Cauchy.

w
3 2
P g —
& 8
=
3 w &
g g
- 3
5 2 1
3 W 2
- G =1 o
3 P =]
s 2 2 2
3 y a2
& 3 =
i } Fiolh [
¥ o
34 3 g8
= 2
¥ d R . — ¥ d — e [ = s PR = =
3
10000 5000 0 5000 10000 30000 10000 0 10000 20000 30000 30000 20000 -10000 0 10000 20000 30000
Eigemvalores Eigemvaloes Eigemvalores

N = 100. N = 500. N = 1000.
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Ejemplo 6. G distribucién Cauchy y H distribucién N(0, 1).

— - -
T a
= I
= =
»
4 -
@
5 g © R i
2 g g |
3 = H 3 !
g3 i s g
i £ 3 i
8 & .
o ’
i
o] == | 1 — —r= -7 RS — I I S S = od __ PR I - e o
a S a
! T T T T T | T
3 2 1 0 1 2 3 4 -2 0 2 4 6 10 5 0 5 10
Eipemvalines Eigenvaiores Eipemvalines

Vemos que en los ejemplos 4, 5 y 6 las matrices aleatorias no cumplen las hipétesis del
Teorema de Wigner, lo que se ve claramente debido a que los histogramas no ajustan a la
distribucién del semicirculo.

Caso III. Matrices de Wigner, A, con todas las componentes N(0, 1) independientes y
W = XY2A%Y2 donde ¥ = (0y;), 04 = 1,i = 1,..., N y 0;; = p. La matriz W no tiene
componentes independientes.

Ejemplo 7. p = %

10=0.2, G ~ N[0,1), H ~ N[0,1), N=100 10=0.2, G ~ N[0,1), H ~ N[0,1), N=500 ro=0.2, G ~ N{0,1), H = N{0,1), N=1000

Eigenvalores Eigenvalores Eigenvalores

N =100 N =500 N = 1000
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Ejemplo 8. p = %

ro=0.5, G = N[0,1), H ~ N[0,1), N=100

4 2 0 2

Eigenvalores

N =100

Ejemplo 9. p = %

ro=0.8, G ~ N[0,1), H ~ N[0,1), N=100

2 o 2

Eigenvalores

N =100

ro=0.5, G = N[0,1), H ~ N[0,1), N=500

ro=0.8, G = N[0,1), H ~ N[0,1), N=500

5

Eigenvalores

N =500

ro=0.5, G ~ N(0,1), H ~ N{0,1), N=1000

ro=0.8, G ~ N(0,1), H ~ N{0,1), N=1000

0 5 10

Eigenvalores

N = 1000

46

En los ejemplos 7, 8 y 9 las matrices aleatorias no tienen componentes independientes lo

que es una de las hipdtesis del Teorema de Wigner. Observamos que conforme p varfa de
y %, es decir aumenta de 0.2 a 0.8, empeora el ajuste a la distribucién del semicirculo
de los histogramas de los eigenvalores de las matrices simuladas.

11
572



Apéndice A
Demostraciones

Demostracion del Lema 3. Sea

1

Mo = o 2k\/llz x2dr = — / 2?6\/4 — 22dx  simetria

22k+1
m 0

DN

l\.’)l)—l

2 (1 - )5 dy, cambio de variable z = 2,/y

T L'k+2) ~
1 (2k
Ahora probaremos por induccién que moy, = k_JEl( ) = (k.
Para k£ = 1 tenemos que my = 22:1 F<11:L(1J)FQ)(§ =1, por otro lado = (1) =1.

Hipdtesis de induccion: ¥ k > 1 mo, = k—il(ik)
Para k + 1 tenemos que

RUHL (k1T () 2 (4 DT (4T R)
T Pk+1+2) (k+2)T(k+2)

Ma(k+1) —

yaque I'(a + 1) = al' (), para a > 0 tenemos que

CO2(k+Y) @k 2(k+d)(k+1) (2k)!
TR T T 2) (k) kK k+2)  (k+D!(k+1)
(2k+1) (2k+2) (2F)! (2k +2)!

(k+2)(k+1)!(k+1)!  (k+2)(k+1)!(k+1)

R S C AN
T (k+2)\k+1)  THT

Demostracion del Lema 10. Usaremos induccién en el nimero de vértices.

47
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Si sélo se tiene un vértice, i.e., |V| = 1, el niimero de aristas es mayor o igual que cero,
i.e., |E| > 0. Por consiguiente se tiene que |E|+ 1 > 1 = |V] por lo tanto el lema es vélido
para |V| = 1.

Hipétesis de induccion: En una grafica conexa con n vértices se cumple que |V| < |E| + 1.

Sea G = (V, F) una grafica con n + 1 veértices, i.e., |V| =n+ 1.

Tomemos un vértice v € V| este vértice estd contenido en ¢ > 1 aristas ey, ey, ...,y € E.

Si ¢ = 1, entonces existe un u € V' tal que (u,v) € E, al quitar la arista (u, v) obtenemos
dos gréficas conexas. La grafica GG; formada por un solo vértice, y la grafica G, con n vértices.

De aqui que

|E| = [Es| +1

VI=1Val + Vi = [Va| + 1 < [Ep| + 1+ 1= [E] +1.

Si ¢ > 2, la gréifica G = (V, E) la podemos descomponer en r grificas conexas, r <
g, Gl,...,GT, Gj = (‘/j)Ej)7 donde 1 S |V7| S n, 1 Sj S r.

Se cumple que

Vi=) WVil-r+1y [Bl=) |E)]. (A.1)

j=1 j=1

Por la hipétesis de induccién se sigue que

DVl <Y (B +1),
j=1 j=1

de donde, usando (A.1) obtenemos que
V|+r—1<|E|+r,

por lo tanto concluimos que |V| < |E| 4 1, para toda gréfica conexa con n + 1 vértices.
|

Demostracion del Lema 11. Sea A una matriz de N x N, se cumple que

N
(Ak)ilil = Z Qg Ay -

12,..,0=1

Probaremos este Lema por induccién.
Por la regla para multiplicar matrices m compatibles C'y D, (CD), i = S CinDhj,
tenemos que para k = 2

N
2 _ E
(A )ilil = ailizaizil.

i9=1

Supongamos que se cumple para k, es decir

N
(Ak)ilil = Z Qg Ay -

2y yip=1
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Probemos para k + 1

N N
k+1 _ k — . . o
(A )ilil o (A A)ilz‘l_ Z Z Qiyig o Qiggigyq | Qigprin
12

Tpy1=1

= E ailiz...aikﬂil.

12,0l +1=1

Demostracion del Lema 13.

Reflexibilidad: Para toda G € Ay, trivialmente se cumple que G = G, pues la biyeccién
identidad cumple lo solicitado.

Simetria: Sean G, Gy € Ag,, tal que Gy = (Vi, Ey),Go = (Va, E2) , y G1 = G2.Sea 0 la
biyeccion de V; en V;, tenemos que 071 es biyeccién de V; en V;. La condicién (u,v) € Fy <
(6 (u),0 (v)) € Es, es equivalente a la condicién (@,v) € Ey <= (07" (2),07" (v)) € E; por
lo que tenemos que Gy =2 Gy.

Transitividad: Sean Gl, GQ, G3 € Ak‘,m Gl = (W, El) = ]. 2 3 Gl G2 y G2 Gg

(ul,vl) c E1 < (91 (Ul) ,91 (Ul)) € E2 y (UQ,UQ) € E2 < (92 (UQ) 62 (Ug)) c E3

Entonces tenemos que (01 (u1),01 (v1)) € Ey <= (02 (61 (u1)), 02 (01 (v1)))

= ((A3007) (u1),(f2001) (v1)) € E3y 0200; es una biyecciéon de V; en Vi, en consecuencia
G = Gs. [ |

Demostracion del Lema 16. Sean Gy = ({1,...,m}, El) y Go = ({1,...,m}, Ey) con E; # Es,
dos gréficas 'y ,,-candnicas y supongamos que G; = (5. Entonces ex1ste una biyeccion 6 de
{1,...,m} a {1 ,m}, esta biyeccién es una permutacién de los elementos de {1,...,m}
digamos (71, ooy 7Tm> , esta permutacién contiene por lo menos dos elementos m; y m; tal que
m; > my j <l,loque viola la condicién 3 de la Definicién 14, a menos que E; = Es, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto Fy = Ey = G1 = Gs. [ |

Demostracion del Lema 17. Sea G = ({i1,...,i},{e1,...,ex}) € Agm. Sea h una funcién de
{i1,...,ix} a {1,...,m}, definida como

181]
h(ij)={ (ir)

=1
si =i, para alginr,1 <r <j—1
max {h (i

T
) h(ij—1)} + 1, otro caso

donde 1 < r < j — 1. Estd funcién asocia una grafica Iy ,, -canonica a la grafica GG, donde
las aristas de la gréfica Iy, -canénica estdan dados por e; = (h(i;),h(ij41)),1 < j <
k, h (ik+1) — 1

Demostracion del Lema 19. Sea Iy, 1 <1 < Cj,, una clase de equivalencia en Ay .
G = (V,E) € |G;] <= existe una biyeccién de V' C {1,..., N} a {1,...,m}. Esto se cumple
<= |V| = m. Se tienen PY maneras elegir un subconjunto de m elementos de uno de N
elementos importando el orden. [ |
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Demostracion de la proposicion 20. Consideremos la particién de Ay, ,, de la siguiente manera

Ck,m
Ak,m == U [Fk,m,l] )
=1
entonces
Ck:,m Ck:,m
Aim| =D N Tkmall = D PN = CemPh.
=1 =1
|
Demostracion del Lema 22. Por el Lema 10 )E (G (z))‘—{—l > ‘f/ (G (z))‘ de donde ‘E (G (z))‘ >

[g} + ¢t — 1. Para unir g + t vértices se necesitan g +t — 1 aristas. Restan 1 + % — t aristas

para completar &, por la estructura ciclica sélo se pueden duplicar g — t aristas, es decir se
han utilizado k — 2t aristas, por lo que quedan 2t aristas las cuales son simples

aristas dobles

e N aristas simples
k— 2t =~
2 5 + 2t =k.

Demostracion del Lema 24. Primero demostraremos la necesidad. Por hipétesis G es conexa,
supongamos por reduccién al absurdo que G no es un érbol, entonces GG tiene al menos un
ciclo. Sea C' un ciclo en GG con r vértices y r aristas. G se divide en [ > 1 gréficas conexas

!
G1,...,Gy. Por el Lema 10 tenemos que |V;| < |E;| + 1, ademds |E| = ) |E;| + r, tenemos
i=1

entonces l l l
VI=> Vil+r—1<> (IE|+)+r—1=) |E|+r=|E|
i=1 i=1 i=1
es decir |E| > |V, lo cual contradice que |V| = |E| + 1. Por lo tanto G no tiene ciclos, i.e.

G es un arbol.
Para demostrar la suficiencia usaremos induccién matemética sobre |E|. Si |E| = 0 el
arbol estd formado por un solo vértice, entonces

V|=1=|E+ 1L

Supongamos ahora que es cierto para |F| = k. Ahora consideremos un drbol G tal que
|E| = k-+1. Si eliminamos una arista obtenemos dos subérboles, G = (V1, E1) y G2 (Va, Es) ,
tales que |V| = [Vi] + [Va| y [Er| + [E2| +1 = |E|. Como 0 < |Ey| < ky 0 < |Ey| <k, de
la hip6tesis de induccién se sigue que |FE;| + 1 = |V;|, en consecuencia, |V| = [V| + |V2| =
(|IE1| +1) + (|E2] +1) = |E| + 1, por lo tanto se cumple para k + 1, por lo que queda
demostrado el lema.

[
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Figura A.1: Eliminamos al vértice marcado y a su padre.

Demostracion del Lema 25. Denotemos por B (k) el nimero de drboles binarios con k padres,
veremos que estos satisfacen la recurrencia

Un érbol con n ninos (un nifio es un vértice sin descendientes) tiene n — 1 padres y 2n — 1
vértices.

Para demostrar la recurrencia construyamos un arbol con k padres (de By maneras) y
seleccionamos en €l al hijo menos favorito (cualquiera de los k + 1 ninos). Los eliminamos a
él y a su padre y promovemos al hermano al lugar del padre, ver la figura A.1. Vemos que
esto nos da (k + 1)By, ya que de los By, diferentes drboles binarios con k padres podemos
seleccionar cualquiera de los k£ + 1 ninos.

Obtenemos un arbol con k vértices, y marcamos el que corresponde al hermano recién
promovido.

De manera inversa, en un arbol binario con k—1 padres con un vértice marcado (cualquiera
de los 2k — 1) le asociamos dos graficas con k padres una que corresponde al hijo derecho
y otra que le corresponde al hijo izquierdo (ver la Figura A.2). Es decir 2(2k — 1)B;_1 ya
que tenemos Bj_1 arboles diferentes con k — 1 padres donde cualquiera de los 2k — 1 vértices
puede estar seleccionado.

Por lo que queda demostrada la recurrencia

(k+1)B, =22k — 1)Byy, (k> 1).

Demostraremos por induccion que

1 2k
By=——(“").
T k1 < k )
Si k = 2 entonces 3By = 2(3) By, de aqui que By = 2, por otro lado %(;) = 2.

Hipdtesis de induccion: ¥ k > 2 B, = %H(%f)
Para k£ + 1 se cumple que

(k+2)Bpy1=22(k+1)—1) By.
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Figura A.2: Dos drboles binarios con 3 padres que se obtienen a partir de uno de 2 padres.
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Por hipdétesis de induccién

22k+1) 1 (2k)!

k+2 k+1 klk!

2(2k+1) (k+1) (2k)!
k42 (k+ D! (k+1)!

ST (2 o 11))

B

Demostracion del lema 27.

Prueba de (a). Tomando € = 0 en la demostracién de lema 29 y siguiendo los pasos de
dicha demostracién llegamos a la conclusion deseada.

Prueba de (b) . Dado que la regién A,, = {z : |z| > /n} \, & se sigue que

lim \z|” H (dz) = 0.

e Jz|>v/n

Prueba de (c) . Tenemos que

nP=/2 / x H (dx)
|z[=v/n

x

H (dx) < np/2/ —
jal>v [ VT

< np/2/ i

jalz v | VI

_ / P H (dz).
|z]>+/n

Concluimos la demostracién utilizando el Lema 27 (b).

p

H (dx)

Demostracion del lema 28. Tenemos que

O:/xH(dx):/|z<ﬁxH(dx)+/lz|ZﬁxH(dx).

0= n(pl)/2/ rH (dz) + n(pl)/2/ v H (dz)
|z <y/n |z|>v/n

0 = lim n(pl)/Q/ zH (dz) + lim n(pl)/2/ xH (dz)
lz|<v/n |lz|>v/n

n—o0 n—oo

n—oo

0 = lim n(pl)/Q/ xH (dx) + 0.
lz]<v/n
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Demostracion del Lema 29. Tenemos que si 0 < x < 1 entonces 0 <P <z29<1,sip>q.
Luego

- z | . z |PTe
o H (dz) — Ni/ L H(dx)gm/ 2 H ()
/ac|<\/N =<1 VN S |<t VN
= NTgs/ 2P H (dx) — 0.
Entonces

lim N lz|" H (dz) < lim N~32 |lz|" H (dz) = 0.
N N
o &<t —0 | &<t

Demostracion del Lema 30. Sea G (2) € Ay, con k pary 2 <m < g
Sea jy =max(j:m;; #0:1<j<k)yjgpe=max(j:n; #0:1<5<k).
Obsérvese que 1 < )1 <k—-m+2, y0<pp<k—m-+1
Tomemos la grafica G; a partir de ésta podemos construir la grafica G (2) mediante el

N

reacomodo de aristas en G. R

Probaremos que ningtin reacomodo de arista en (G; genera una gréfica con valor mayor
de ~;.

Para esto consideraremos los siguientes casos:

Caso 1: De acuerdo con las Tablas 1.1 y 1.2 en los casos

al<)p<py0<p<g
bn>p+1,72>0

c2<n<p 0<0<gq

ningtin reacomodo de arista en e genera una grafica con valor mayor de ;.
Caso 2: 2< ) <p,jpa>q+1

My14ge = Myr4ga — 1

m,, — m,, + 1 (no aplica en la suma)

My, — Ny, +1

Y[ ®)] =y [T ®)] =5 +—p) +3502—0)
=y [T (k)] = 5 (0 +22) + 50 + 302 — 34

=y[Y(F)] —3n+35(—a)

Caso 3: )1 =1, 30>q+1

Mgy, — Miyy — 1

my — mq + 1

n]z - njz + 1

AR =7 [T R =51+ g2 —p)+5(0=p)+5(2—0q)
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=7 [T (k)] - 34 u

Demostracion del Lema 32. Cualquier gréfica con m = g + t tiene por lo menos 2t aristas
simples y a lo mas % — t aristas dobles. Si G (%) es una cualquier grafica con % + ¢ vértices,
y k aristas se genera a partir de G mediante la resta de aristas dobles por lo que

YIG(@)] < vy Vi
n

Demostracion del Lema 33. Cualquier grafica con m = [g} + t tiene por lo menos 2t — 1

aristas simples y a lo mas [g} — ¢ 4 1 aristas dobles. Si G/ (%) es una cualquier gréfica con

[g} +t vértices, y k aristas se genera a partir de GG;;; mediante la resta de aristas dobles por
lo que
YIGO)] <7y, Vi
[ |

Demostracion del Lema 34. A partir de la gréfica G1v podemos obtener cualquier grafica
conm =1 —l—% y ‘E ‘ > g realizando reacomodos de aristas dobles a la requerida. De acuerdo

con la Tablas 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4 ninguno de estos reacomodos incrementa a 7 [G (¢)] . Por lo

tanto
+[G ()] <~ (GW) Vi
[ |

Demostracion del Lema 36. Sabemos que el esqueleto de una grifica no toma en cuenta
vértices ni aristas repetidas por lo que los m vértices de V' (G (%,7)) son distintos. Como
my +mg = m entonces V (G (3)) + V(G (4)) = V (G (3,7)) .

Supongamos por reduccién al absurdo que V (G (1)) NV (G (4)) # @, es decir que existe
un vértice v tal que v € V (G (3)) y v € V (G (4)) .

Tenemos entonces que

‘V(G(i))—v‘ — -1

:mg—l.

VG@E) -

Luego
m—lz‘f/(G(i,j))—U‘§m1—1+m2—1=m—2

lo cual es una contradiccién, por lo tanto V (G (3)) NV (G (§)) = @.
|

Demostracion del Lema 37. Tenemos que V(G (%) =miy V(G (j)) =msydonde V (G (3))N
V(G (7)) = @, esto implica que

E(G@))NE(G(3) = 2.
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5 o / 1 2 /
1
6 6
45 . 3 400
G(i) G(j) G(ij)

Figura A.3: E (G (3))NE (G (j)) = @ pero V (G ()) NV (G (5)) = 2.

De aqui que

Q (G (i’ .7)) = F (dhizaizis Qg Ay A~ djkjl)
= B @iy Tigiy -+ Bigir) B (@155 @gags -+ Bija)
= Q(G(H)Q(G())
Observacién 40 Tenemos que V (G (3))NV (G () = @ implica que E (G (3))NE (G (§)) =
@, pero E(G (1)) N E (G (§)) = @ no implica que V (G (3)) NV (G (4)) = 2.
|

Demostracion del Lema 38. Sea A = {we Q: |M(w)— EM(w)| >e} , y seaw € A,
entonces si M (w) = M(w)

e< {M]@N( ) EMkN ‘ = }MkN ) EM]C’N«,U){

lo que implica que ~ ~
’M&N(w) — EM]C,N(W)} > €.

Por lo tanto se tiene que
|Mn(w) — EMyn(w)| > e 6 | My n(w) — My n(w)| # 0.
Luego
ACH{w: |Myn(w) = EMpn(w)| > e} U{w: [Myn(w) — My n(w)| # 0},
de aquf que

P(A) < P ({w : ‘Mka(w) - EMij(w)| > 6} U {w : |Mk7N(w) — Mka(wH + 0})
< P({w: ‘MkyN(w) — EMk,N(w)} >e})+ P({w: ‘MhN(oJ) — MkyN(w)| #0}),
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Sea w € Q tal que My, n(w) # My, y(w), si a;; = a;; V 1, ], entonces My ny = My, n, por lo
tanto existe (i, j) tal que a;; # a;;. Si

v € {w: |[Myn(w) — Myn(w)| #£0} =z € U{W Pag; # i}

i<j
entonces

P ({w: |Myn(w) = Myn()| #0}) <Y P(ay # ay).

i<j
Usando la desigualdad de Chebyshev se tiene que
_ _ 1 _
P ({w: |Myn(w) — EMyn(w)| >€}) < = Var (M) -

Por lo tanto se cumple el lema.

Demostracion del lema 39. Tenemos que

/|x>mpo (dz) > /|z|>¢zv (V)" H (dx) = N* /|z>\/NH(dx)
= NEP(IX|> V).



APENDICE A. DEMOSTRACIONES

58



Apéndice B

Resultados de Probabilidad

B.1 Tipos de convergencia

B.1.1 Convergencia en probabilidad

Una sucesién de variables aleatorias X, converge en probabilidad a una constante 6 si

lim P(|X, -0 >¢)=0,
n——-m:m~o
para cualquier £ > 0, en notacién escribimos

X, 2> 0.

n—oo

B.1.2 Desigualdad de Chebyshev

Si X es una variable aleatoria de media p y varianza finita o2, entonces, para todo nimero
real € > 0,
Var (X)

P(|X_#”26)§ £2

Lema 41 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias tales que

lim FX,, =60 y lim VarX, =0.

n—oo n—oo
FEntonces
p
X, — 0
n—oo
Demostracion.
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el resultado se sigue del hecho de que

E (X, —0)?=[E(X, —0)]+ VarX,

B.1.3 Convergencia casi segura

Una sucesién de variables aleatorias, {X,}, converge con probabilidad 1, o de forma casi
segura, a una variable aleatoria X cuando se cumple que:

P(lim X, = X) =1,

n—aeoo

de esta forma interpretaremos que X,, —> X.

B.1.4 Convergencia en distribucién y débil

Una sucesién de funciones de distribucién F,, (z), x € R se dice que convergen débilmente a
una funcién de distribucién F' (x) si

lim F,(z)=F(x),

n—-—:aoo

para todo x que sea punto de continuidad de F. Se utiliza la notacién F,, 2 F
Una sucesion X, de variables aleatorias convergen en ley o en distribucion a X si las
funciones de distribucién de X,, convergen débilmente a la funcién de distribucién de X.
La definicién de convergencia débil tiene la siguiente caracterizacion.

Teorema. F), LF si, y solo si, para toda funcién continua y acotada f (z) en R se
cumple que
lim f w (dx) / f(z

B.1.5 Lema de Borel-Cantelli

Definicién 42 Dada una sucesion de sucesos Ay, As, ... en el espacio de probabilidad (2, A, P),

se define el limite superior de los {A;} como

n=1k=n

Dada una sucesién de sucesos A;, As, ... en el espacio de probabilidad (€2, .4, P), se define
el limite inferior de los {A;} como

n=1k=n
Lema de Borel-Cantelli:
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Lema 43 Sean Ay, As, ... una sucesion en el espacio de probabilidad (2, A, P), si > P(A,) <
n=1

oo, entonces

P (limA,) = 0.

B.2 Notacion “O grande”

Definicién 44 Sea f (x) y g (x) funciones definidas en un subconjunto de los reales. Defi-

f(z)=0(g(x)), © — o0,

si y solamente si, para un valor suficientemente grande de x, f(x) es mayor que g(x)
multiplicada por una constante. Esto es, f(x) = O (g (x)) si y solamente si existe un nimero
real positivo M y un nimero xq tal que

|f (z)| < Mg (x)| para todo x > xy.

Esta definicién también es usada para describir el comportamiento de f cerca de un
nimero real a, es decir
f(x) =0 (g(x)) cuando z — a,

si y solamente si existe un nimero § y M tal que
|f ()| < Mg (z)| para [z —al <.

Si g (z) es diferente de cero para valores de z suficientemente cerca de a, ambas definiciones
se pueden unificar usando el limite superior:

f(x)=0(g(x)), cuando x — a,

si y solo si

lim sup

r—a

D)<
g

()
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