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Introduccion

Definicién

Sea V' un conjunto no vacio y sea E un subconjunto de V' x V. El par
G = (V, E) se llama grafica con conjunto de vértices V' y conjunto de
aristas E. Decimos que dos vértices v;, v; € V son adyacentes si
(vi,vj) € E y escribimos v; ~ v;.

Definicién
Llamamos lazo a un arista de la forma (vj, v;) y decimos que una grafica

es simple cuando no tiene lazos. Una grdfica se dice no dirigida si
(vi,vj) € E implica que (v;, v;) € E.
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Graficas

Ejemplos

El hipercubo de dimensién n, Q,. V = {{0,1}"},
E={(vi,vj) € V:|lvi—vj|| =1|}, donde para v € R", ||-|| denota la
norma usual.

Marco Tulio Gaxiola Leyva (CIMAT) SIMA 25 Abril de 2014 3/31



Graficas

Espectro

Definicion

Sea G una grdfica sin aristas mdltiples. La matriz de adyacencia de G es
la matriz A, indexada por el conjunto de vértices V (G ) donde Ay, =1 si
xy € E(G) y Ay =0 en otro caso. De manera similar, si tenemos una
multigrdfica (incluso con lazos), definimos Ay, como el nimero de aristas
dexay.

El espectro de la gréfica G es por definicién el espectro de su matriz de
adyacencia.
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o ;Qué informacién podemos obtener del espectro de una grafica?

«Or «Fr o« > < > Q>



° A,?,- = deg (v})

o ;Qué informacién podemos obtener del espectro de una grafica?
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° A,?,- = deg (v})

«Or «Fr « = DA

o iQué informacién podemos obtener del espectro de una gréfica?
° (Ak)l.j = #caminos de tamafio k de / a j.



° A,?,- = deg (v})

o iQué informacién podemos obtener del espectro de una gréfica?

° (Ak)l.j = #caminos de tamafio k de / a j.
o Tr(A%) = Y A7 := 2#aristas
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Graficas

Espectro
o iQué informacién podemos obtener del espectro de una gréfica?
o A2 =deg(v;)
° (A")ij = #+caminos de tamafio k de i a j.
o Tr(A%) = Y A7 := 24taristas
Tr(A3 .
o % := F#tridngulos
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Graficas

Espectro
o iQué informacién podemos obtener del espectro de una gréfica?
o A2 =deg(v;)
° (A")ij = #+caminos de tamafio k de i a j.
o Tr(A%) = Y A7 := 24taristas

A3 .
o Tr(67) := F#tridngulos

o Conectividad

o Coloracién
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Gréficas
Espectro (Ejemplos)

Graficas completas

1 2 0111
1011

Ka = A =111 0 1
, . 1110

Spec(Ks) = {3, -1, -1, —1} = {3, —1<3>}.

En general para K, se tiene que Ak, = J, — I, como J, tiene espectro
{n(l), 0(”_1)} e I, tiene espectro {1(")} , entonces

Spec(K,) = {(n — 1)(1) , _1(n—1)}
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Producto directo

Definicién

Sean Gy = (V4, E1) y G = (Va, Ep) dos gréficas. El producto directo
(cartesiano) de Gi con G, estd denotado por Gy x G, es la grdfica con
conjunto de vértices V = Vi X V), y conjunto de aristas E, de tal forma
que para (vi,w1), (v2, wp) € Vi X V, el arista

e=(vi,w1) ~ (v, wmp) € E siy solo si alguna de las condiciones se
satisfacen

lLvi = vnyw~w

2.vi ~ wvyw = w.
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Producto directo

Ejemplos

El producto directo del camino de longitud 3 Ps3, con la grafica completa
de tres vértices K3,

P3 K3 P3 X K3
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Producto directo
Hipercubo

El hipercubo Q,, puede ser visto como el producto directo n-veces de K,
consigo mismo. A continuacién se muestra @, visto como el producto
directo de K> con K, es decir, @ = Ky X K>,

X
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Producto directo
Hipercubo

Entonces, podemos escribir también a Q3 como
@3 =Ko X Ko x Ko = Q2 X K,

2 Ky xKy=Q, Ky Q3
asi, de manera inductiva, se tiene que

Qn:Qn—IXK2:K2XK2X"'XK2.

n-veces
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Hipercubo

Para n > 2, sea Q, el hipercubo de dimensién n, entonces la matriz de
adyacencia Ag, cumple que

AQ I2n71

A — n—1

@ < ot AQ, >'

donde Ag, , es la matriz de adyacencia del hipercubo de dimensién n —1
Qn—1, € b1 es la matriz identidad de dimensién 2n—1 x on—1

Lema

La matriz de adyacencia del hipercubo de dimension n se puede escribir
como
AQn = Aan1 ® byn-1 4+ o1 ® AQn—l'

donde Aq, , es la matriz de adyacencia del hipercubo de dimension n — 1,
e b1 es la matriz identidad de dimension 2"~% x 2771,
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Teorema

Sean G y H grdficas con eigenvalores A1, ..., Am y Uy, - Y,y
respectivamente. Los mn eigenvalores del producto cartesiano G x H son
/assumasx\,-—i—yj paral <i<myl<;j<n.

Spec (Q1) = Spec(Ky) ={-1,1}
Spec (@) = {-2, 0,0, 2}
Spec(Q) = {-3, -1, -1, 1, -1, 1, 1, 3}
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n Eigenvalues Multiplicity
1 -1.1 1.1
2 -2.0,2 1.2.1
3 -3.-1.1.3 1,3.3.1
4 —4.-2.0,2.4 1.4.6.4.1
—ko-k+2 k+4, .. - [L] [ k [
k-4.k-2.k 2 k-1) 1k
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Definicion
Sea G = (V, E) una grdfica finita. La distribucién espectral de G estd
dada por

1 n
e = P ;(S/\i'

Esto es, a cada eigenvalor le damos probabilidad 1/n

Observemos que la definicién anterior es equivalente a

k _ 1y k
/IRX d‘uG(x)—;Z/\,-—tr<A), Vk € N,

i=1

donde tr(A) =Tr(A) /n.
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Teorema del Limite Central (Hipercubo)

Teorema

Sea Q, el hipercubo de dimension n, y sea Aq, su matriz de adyacencia,
entonces se tiene que

Ag, — N(0,1).

NG
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Polinomios Ortogonales

Definicion
Sea {an}, _, una sucesion de nimeros complejos, y sea L una funcién
compleja en el espacio vectorial de todos los polinomios, definida por

L[x"] = ap, n=20, 1, 2, ...
L [0617'1.'1 (X) —+ ap 71> (X)] = mL [7'[1 (X)] +ar L [7'[2 (X)] ,
para todo niimero complejo w; y todo polinomio 7t; (x) (i=1, 2). AL le
llamamos el funcional de momentos, determinado por la sucesion de

momentos {an}zozo. Al nidmero a,, le llamamos el momento de orden n (o
el n-ésimo momento).
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Polinomios Ortogonales

Definicién

Una sucesion {P, (x)}_, se llama sucesién de polinomios ortogonales,
con respecto al funcional de momentos L, si para todo entero no negativo
m y n se cumple que

(i) P, (x) es un polinomio de grado n,

(i) L [Py (x) Pp (x)] = 0 para m # n,

(iii) L [P2 (x)] # 0.
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Polinomios Ortogonales

Férmula de Recurrencia

Teorema

Sea L un funcional de momentos quasi-definido y sea {P, (x)}, su
correspondiente sucesion de polinomios maonicos ortogonales, entonces
existen constantes ¢, y A, # 0 tales que

Po(x) = (x—cn) Po1(X) = ApPaa(x), n=1,23, ..,

donde, por definicion, P (x) = 0.
Ademds, si L es positivo-definido, entonces c, es real y A,+1 > 0 para
n > 1 (A1 es arbitrario).
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Polinomios Ortogonales

Polinomios de Krawtchouk

Dados un entero N > 1, y un ndmero real 0 < p < 1, definimos los
polinomios de Krawtchouk kNP (x) como

"o(x=N), (x—k+1),

k' (x) = kgo ; _k),k, P (1 p)f

_ i (e

k

donde (a), =1, (a), =a(a+1)(a+2)---(a+n—1).

Z:: p)(X)(/g)pX(l—p)NX=<l,\7/)p”(1—p)”5mn
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Polinomios Ortogonales

Polinomios de Krawtchouk (Férmula de Recurrencia)

KV (x) = 1
kl(N'p) (x) = x—pN
kP (x) = (n+1) kM (x)

N, N,
+ (N + n—2pn) k") (x) + p (1= p) (N = n+1) k")
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K,SN) (X) = 2"n!kr(’N,1/2) (

M) 0w

«O>» «F»r «E»r» «E» .




Polinomios Ortogonales

Polinomios de Krawtchouk Normalizados

2

KM (x) = 27 ptiiNt/?) <X+N> n=0,1, 2, ..

° {K,EN) (x)} son ortogonales con respecto a

=3 (") A

=0\
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Polinomios Ortogonales

Polinomios de Krawtchouk Normalizados

n n

2

° {K,EN) (x)} son ortogonales con respecto a

N
N 1
Bn=) < i > S O—N+2j-

j=0

o Férmula de recurrencia:
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Polinomios Ortogonales

Polinomios de Hermite

o Definimos los polinomios de Hermite como

2 d” 2

—X
dxn

Hn, (x) = (-1)"e e ™,

y observemos que {Hp (X)},cnugoy Son polinomios de grado n.
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Polinomios Ortogonales

Polinomios de Hermite

o Definimos los polinomios de Hermite como

2 d” 2

—X
dxn

Hn, (x) = (-1)"e e ™,

y observemos que {Hp (X)},cnugoy Son polinomios de grado n.

2
o Son ortogonales con respecto a e™*

/ Hum (x) Hp (x) e dx = 2" mIN/706 .

—o0
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Polinomios Ortogonales

Polinomios de Hermite

o Definimos los polinomios de Hermite como

2 d” 2

—X
dxn

Hn, (x) = (-1)"e e ™,

y observemos que {Hp (X)},cnugoy Son polinomios de grado n.

2
o Son ortogonales con respecto a e™*

/ Hum (x) Hp (x) e dx = 2" mIN/706 .

—o0

o Férmula de recurrencia

Ho (x) = 1, Hi (x) = 2x,
2xH, (x) = Hpy1 (x) +2nH,-1 (x) .
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Polinomios Ortogonales
Polinomios de Hermite (Normalizados)
o Con la normalizacién

Fy (x) = 2772 H, (x) <%> ,

se tiene que { H, (x)} son ortogonales con respecto a N (0,1).
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Polinomios Ortogonales
Polinomios de Hermite (Normalizados)
o Con la normalizacién

Fy (x) = 2772 H, (x) <%> ,
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Polinomios Ortogonales
Polinomios de Hermite (Normalizados)
o Con la normalizacién

Fy (x) = 2772 H, (x) <%> ,

se tiene que { H, (x)} son ortogonales con respecto a N (0,1).

o Foérmula de Recurrencia
o Se cumple que
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Graficas k-distantes

Definicién

Dada una grdfica G = (V, E) y un nidmero entero positivo k definimos a
la grafica k-distante como GlKl = (V, E[k}> , con

EM = {(x,y):x,y € V, 3¢ (x,y) = k},

donde d¢ es la distancia grafica.

[2]

Ky xKyx K, (Ko xKo=K,)
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o Recordando
N

Ay =) 1@ ®IQAq®IQ---®I.
i=1

«O>» «F»r «E»r» «E» .



Graficas k-distantes

o Recordando
N

Ay =) 19 ®I0Aq®IQ - ®I.
i=1

o De manera inductiva (sobre N), para k fijo, se obtiene que

A[C/)(,]V: Z 1@ @1 Aq - ®Ag ® 1.

1< <-<ig<N
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Graficas k-distantes

o Recordando
N

Ay =) 19 ®I0Aq®IQ - ®I.
i=1

o De manera inductiva (sobre N), para k fijo, se obtiene que
A[C/)(,]V: Z 1@ @1 Aq - ®Ag ® 1.
1<ij<-<ix<N
o Ejemplo, k=2y N =3

0001 O0T1TT1O0
001 01001
01 001001 Ao, @ Ag, ® |
2] 1 0000110
A=l o1100001 | TAa®l@Ae
10010010 HOAQ ®Ag:.
1 001 01O00O0
01101000
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Graficas k-distantes

Lema
Sea N > 1, entonces

AQ = Al =7
AAK) = (k1) AR (N — k1) ATD),

Lema

La matriz de adyacencia de la grdfica k-distante del hipercubo de
dimension N estd dada por

AW:%%ﬂHm, k=0, 1,2
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Graficas k-distantes

Lema

Sea A la matriz de adyacencia del hipercubo de dimension N, y sea
¢,, (A) =tr(A), entonces se cumple que

¢, (A™) :[wxmﬁ,v(dx), m=1,2, ..
Lema

Sea A%l [a matriz de adyacencia de la grafica k-distante del hipercubo de
dimension N, entonces

gotr(<A[k])m> :/_Z{kI!K,EM (x)}m,BN(dx), m=1 2, ..
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Graficas k-distantes

Sea B, la normalizacion de B, es decir

N
Z( - )2N A2/ VR

Entonces se tiene que

(M) o (47

= {k!/v(/v—1)---(/v—k+1)}*’"/2/°°

—00

= {k!/\/(/\/—1)---(/V—/<+1)}*’"/2/°o

—00
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Graficas k-distantes

Tomando el limite, se obtiene que

dm (3 e ()7
= lim {kKIN(N=1)- (N~ k+ 1)}*’"/2/

_ (k!)’"”%/w [Fie (x)} e/ 2dx.

—00

o]

{K,E’V) (Wx) }m By
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